
Приложение A

A.1 Основные обозначения и определения

Четырехмерные тензорные индексы обозначаются греческими буквами

α, β, . . . µ, ν, . . . и принимают значения 0,1, 2, 3.

Компоненты 4-вектора перечисляются так:

aµ = {a0, a}, aµ ≡ gµνa
ν = {a0,−a}. (A.1.1)

Метрический тензор:

gµν = diag(1,−1,−1,−1). (A.1.2)

Антисимметричный единичный тензор eµνρλ нормирован условием:

e0123 = 1. (A.1.3)

Свертки антисимметричного тензора:

eµνρλeµνρλ = −24,

eµνρλeµνρα = −6δλα,

eµνρλeµναβ = −2[δραδλβ − δρβδλα],
eµνρλeµαβγ = − δνα[δρβδλγ − δργδλβ]+

+δνβ[δ
ρ
αδ

λ
γ − δργδλα] − δνγ[δραδλβ − δρβδλα].

(A.1.4)

Двумерный антисимметричный тензор εi j нормирован условием

ε12 = 1. (A.1.5)
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A.2 Базисы в пространстве Минковского

Стандартный базис eµi :

eµ0 = {1, 0} eµi = {0, ei}. (A.2.1)

Канонический базис Lµi :

Lµ0 = uµ, Lµi =

{
(uei) , ei +

(uei)u
1 + u0

}
(A.2.2)

— преобразованный без поворота осей в лабораторную систему базис eµi .

Матрица этого преобразования:

L =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

u0 u1 u2 u3

u1 1 +
u1u1

1 + u0

u1u2

1 + u0

u1u3

1 + u0

u2 u2u1

1 + u0
1 +

u2u2

1 + u0

u2u3

1 + u0

u3 u3u1

1 + u0

u3u2

1 + u0
1 +

u3u3

1 + u0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(A.2.3)

Обратное преобразование L−1 получается заменой u→ −u.

Базис плосковолнового поля Λµi :

Λ
µ
0 = uµ, Λ

µ
1,2 = aµ1,2 − nµ

(a1,2u)
(nu)

, Λ
µ
3 =

nµ

(nu)
− uµ (A.2.4)

— преобразованный с поворотом осей в лабораторную систему базис eµi .

Матрица этого преобразования:

Λ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

u0 u1

u−

u2

u−

1
u−
− u0

u1 1 0 −u1

u2 0 1 −u2

u3 u1

u−

u2

u−

1
u−
− u3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(A.2.5)
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Базис однородного поля Nµ
i :

Nµ
0 = uµ, Nµ

1 =
[
aµ2(a1u) − aµ1(a2u)

]
u−1
⊥ ,

Nµ
2 =

[
uµu⊥ − aµ1

(a1u)
u⊥
− aµ2

(a2u)
u⊥

]
(1 + u2

⊥)−1/2,

Nµ
3 =

[
nµ(n+u) − nµ+(nu)

]
(1 + u2

⊥)−1/2

(A.2.6)

— преобразованный с поворотом осей в лабораторную систему базис eµi .

Матрица этого преобразования:

N =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

u0 0
u0u⊥√
1 + u2

⊥

u3

√
1 + u2

⊥

u1 u2

u⊥

u1

u⊥

√
1 + u2

⊥ 0

u2 −u1

u⊥

u2

u⊥

√
1 + u2

⊥ 0

u3 0
u3u⊥√
1 + u2

⊥

u0

√
1 + u2

⊥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(A.2.7)

Для любого ортогонального базиса, полученного из стандартного пре-

образованием Лоренца, справедливы следующие соотношения:

nµi n jµ = gi j , gi jnµi nνj = gµν,

eµνρλniµn jνnkρnlλ = ∆ei jkl , ei jklniµn jνnkρnlλ = ∆eµνρλ,

∆ = Det
∣∣∣nµ0nν1n

ρ
2n

λ
3

∣∣∣ = − 1
4!

eµνρλe
i jklnµi nνjn

ρ
kn

λ
l .

(A.2.8)

eµνρλn jνnkρnlλ = ∆ei jklgimnµm,

ei jkln jνnkρnlλ = ∆eµνρλgimnµm,

eµνρλnkρnlλ = ∆ei jklgimg jnnµmnνn,

ei jklnkρnlλ = ∆eµνρλgimg jnnµmnνn,

eµνρλnlλ = ∆ei jklgimg jngkpnµmnνnn
ρ
p,

ei jklnlλ = ∆eµνρλgimg jngkpnµmnνnn
ρ
p.

(A.2.9)
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Базис нулевой плоскости:

nµ = (1, n) , nµ+ =
1
2

(1,−n) ,

aµ1 = (0, a1) , aµ2 = (0, a2) .
(A.2.10)

n2 = n2
+ = (nai) = (n+ai) = 0, (nn+) = 1, (aia j) = −δi j ,

nµnν+ + nµ+nν − aµ1aν1 − aµ2aν2 = gµν.
(A.2.11)

В базисе (A.2.10) произвольный вектор pµ имеет вид

pµ = nµp+ + nµ+p− − aµi pi, (A.2.12)

где

p− = (np), p+ = (n+p), pi = (ai p). (A.2.13)

Если

∆0 = Det
∣∣∣nµ+nνaρ1a

λ
2

∣∣∣ = −eµνρλn
µ
+nνaρ1a

λ
2, (A.2.14)

то

∆0e
µνρλ =

=
[
nµnν+ − nµ+nν

] [
aρ2a

λ
1 − aρ1a

λ
2

]
+

[
nρnµ+ − nρ+nµ

] [
aν2a

λ
1 − aν1a

λ
2

]
+

+
[
nµnλ+ − nµ+nλ

] [
aν2a

ρ
1 − aν1a

ρ
2

]
+

[
nρnλ+ − nρ+nλ

] [
aµ2aν1 − aµ1aν2

]
+

+
[
nλnν+ − nλ+nν

] [
aµ2aρ1 − aµ1aρ2

]
+

[
nνnρ+ − nν+nρ

] [
aµ2aλ1 − aµ1aλ2

]
.

(A.2.15)

−1
2

∆0eµνρλ
[
nρaλ1 − aρ1n

λ
]

= −
[
nµa2ν − a2µnν

]
,

−1
2

∆0eµνρλ
[
nρaλ2 − aρ2n

λ
]

=
[
nµa1ν − a1µnν

]
,

−1
2

∆0eµνρλ
[
nρnλ+ − nρ+nλ

]
=

[
a2µa1ν − a1µa2ν

]
,

−1
2

∆0eµνρλ
[
aρ2a

λ
1 − aρ1a

λ
2

]
= −

[
nµn+ν − n+µnν

]
.

(A.2.16)
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A.3 Свойства антисимметричных тензоров

Перечисление компонент антисимметричного тензора:

Aµν = (p,a) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 p1 p2 p3

−p1 0 −a3 a2

−p2 a3 0 −a1

−p3 −a2 a1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Aµν = (−p, a) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 −p1 −p2 −p3

p1 0 −a3 a2

p2 a3 0 −a1

p3 −a2 a1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

A ν
µ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 p1 p2 p3

p1 0 a3 −a2

p2 −a3 0 a1

p3 a2 −a1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Aµ
ν =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 −p1 −p2 −p3

−p1 0 a3 −a2

−p2 −a3 0 a1

−p3 a2 −a1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(A.3.1)

Дуальный антисимметричный тензор:

?Aµν def
= − 1

2
eµνρλAρλ,

??Aµν = −Aµν. (A.3.2)

Тензор электромагнитного поля:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ = (E,H). (A.3.3)
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Перечисление компонент дуального антисимметричного тензора:

?Aµν = (a,−p) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 a1 a2 a3

−a1 0 p3 −p2

−a2 −p3 0 p1

−a3 p2 −p1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

?Aµν = (−a,−p) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 −a1 −a2 −a3

a1 0 p3 −p2

a2 −p3 0 p1

a3 p2 −p1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

?A ν
µ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 a1 a2 a3

a1 0 −p3 p2

a2 p3 0 −p1

a3 −p2 p1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

?Aµ
ν =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 −a1 −a2 −a3

−a1 0 −p3 p2

−a2 p3 0 −p1

−a3 −p2 p1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(A.3.4)

Инварианты антисимметричного тензора:

I1 =
1
4

AµνAµν = −1
4
?Aµν?Aµν =

1
2

(a2 − p2),

I2 =
1
4
?AµνAµν = −pa.

(A.3.5)

Произведения антисимметричных тензоров:

AµρA ν
ρ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
p2 −[p × a]k

−[p × a] i δika2 − (pi pk + aiak)

∥∥∥∥∥∥∥∥
(A.3.6)
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?Aµρ?A ν
ρ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
a2 −[p × a]k

−[p × a] i δikp2− (pi pk + aiak)

∥∥∥∥∥∥∥∥
(A.3.7)

?AµλAλν = δ
µ
ν (pa), ?Aµλ?Aλν − AµλAλν = δ

µ
ν (a2 − p2). (A.3.8)

Aµ
ρA

ρ
σAσν = −Aµν(a2 − p2) + ?Aµν(pa). (A.3.9)

?Aµ
ρ
?Aρ

σ
?Aσν = ?Aµν(a2 − p2) + Aµν(pa). (A.3.10)

AµνA′µν = 2(aa′ − pp′). (A.3.11)

Любой антисимметричный тензор можно представить в виде

Aµν = (aµbν − bµaν) + (cµdν − dµcν). (A.3.12)

Для любых 4-векторов bµ, dµ, (bd) , 0 :

Aµν(bd) = −
[
bµAνρdρ − Aµρdρb

ν
]

+ ?
[
dµ?Aνρbρ − ?Aµρbρd

ν
]
. (A.3.13)

Отсюда следует, что

bµ?A
µ
ρ
?Aρ

νbνd2 +
(
bµ?A

µ
νdν

)2 − dµA
µ
ρA

ρ
νdνb2 −

(
bµA

µ
νdν

)2
=

= bµ?A
µ
ρ
?Aρ

νdν(bd) − bµA
µ
ρA

ρ
νdν(bd) = 2(bd)2I1.

(A.3.14)

Если

Aµν = aµbν − bµaν, (A.3.15)

то тензор называется плоским.

Чтобы тензор был плоским, необходимо и достаточно выполнения

условия

I2 = 0. (A.3.16)

Характеристическое уравнение для определения собственных значений

антисимметричного тензора:

λ4 + 2I1λ
2 − I2

2 = 0. (A.3.17)
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Собственные значения:

λ1,2 = ±p, λ3,4 = ±ia, (A.3.18)

где

p =
[
(I2

1 + I2
2)1/2 − I1

]1/2
, a =

[
(I2

1 + I2
2)1/2 + I1

]1/2
. (A.3.19)

При этом

pa = |pa|, a2 − p2 = a2 − p2. (A.3.20)

Следовательно, плоский тензор имеет, как минимум, два нулевых соб-

ственных значения. И обратно: если антисимметричный тензор имеет ну-

левые собственные значения, то он плоский.

Уравнения для собственных векторов Xµ
i = {X0

i ,X i}:

pX i = −λiX
0
i , pX0

i + [a× X i] = −λiX i. (A.3.21)

Собственные векторы:

X i = − X0
i

λ2
i + a2

[
λip +

(pa)a
λi

+ [p × a]

]
. (A.3.22)

X1,2 = −X−1
+

{
[p × a] ± (pp − aasignI2)

}
X0

1,2,

X3,4 = −X−1
−

{
[p × a] ± i(ap + pasignI2)

}
X0

3,4,

X± =
1
2

[p2 + a2 ± (p2 + a2)].

(A.3.23)

(XiXi) = 0, (X1,2X3,4) = 0, (X1X2) = 1, (X3X4) = −1. (A.3.24)

A.4 Алгебра матриц Дирака

Определяющее соотношение:

γµγν + γνγµ = 2gµν. (A.4.1)

Выбираем: γ0 — эрмитова, γ — антиэрмитовы.

γµ† = γ0γµγ0 = γµ, γµ = gµνγ
ν, γ5 = −iγ0γ1γ2γ3, γ5† = γ5. (A.4.2)
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Для любого вектора aµ :

â = γµaµ. (A.4.3)

σµν =
1
2

(γµγν − γνγµ) = (α, iΣ). (A.4.4)

α = γ0γ, Σ = γ5γγ0, α = −γ5Σ. (A.4.5)

Базисные элементы алгебры матриц Дирака:

Γ(1) = E Γ†(1) = E γαΓ(1)γα = 4Γ(1)

Γ
µν
(2) = σµν Γ

µν†
(2) = −σµν γαΓ

µν
(2)γα = 0

Γ
µ
(3) = γµ Γ

µ†
(3) = γµ γαΓ

µ
(3)γα = −2Γµ(3)

Γ
µ
(4) = γ5γµ Γ

µ†
(4) = −γ5γµ γαΓ

µ
(4)γα = 2Γµ(4)

Γ(5) = γ5 Γ†(5) = γ5 γαΓ(5)γα = −4Γ(5)

(A.4.6)

SpΓ(1) = 4; SpΓa
(i) = 0, i , 1; Γa

(i)Γ
a†
(i) = E. (A.4.7)

Разложение по базисным элементам:

A =
∑

i,a

A(i)aΓ
a
(i), где A(i)a =

1
4

Sp
{
AΓa†

(i)

}
. (A.4.8)

γαγ
µγα = −2γµ,

γαγ
µγνγα = 4gµν,

γαγ
µγνγργα = −2γργνγµ,

γαγ
µγνγργλγα = 2

(
γλγµγνγρ + γργνγµγλ

)
.

(A.4.9)

1
4

Spγµγν = gµν,
1
4

Spγ5γµγνγργλ = ieµνρλ,
1
4

Spγµγνγργλ = gµνgρλ + gµλgνρ − gµρgνλ.

(A.4.10)

eµνρλγλ = − i
2
γ5[γµγνγρ − γργνγµ],

eµνρλσρλ = 2iγ5σµν,

eµνρλγνγργλ = 6iγ5γµ,

eµνρλγµγνγργλ = −24iγ5.

(A.4.11)
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γµγν = gµν + σµν,

γµγνγα = gµνγα + gναγµ − gµαγν + iγ5eµναβγβ,

γµγνγαγβ = gµνgαβ + gµβgνα − gµαgνβ + gµνσαβ + gαβσµν+

+gνασµβ − gµασνβ + gµβσνα − gνβσµα + iγ5eµναβ.

(A.4.12)

σµνσαβ = gµβgνα − gµαgνβ+

+gνασµβ − gµασνβ + gµβσνα − gνβσµα + iγ5eµναβ.
(A.4.13)

[σµν, σαβ] = 2{gνασµβ − gµασνβ + gµβσνα − gνβσµα}. (A.4.14)

[σµν, σαβ]+ = 2{gµβgνα − gµαgνβ + iγ5eµναβ}. (A.4.15)

σµνγα = gναγµ − gµαγν + iγ5eµναβγβ,

γασµν = −gναγµ + gµαγν + iγ5eµναβγβ.
(A.4.16)

[σµν, γα] = 2{gναγµ − gµαγν},
[σµν, γα]+ = 2iγ5eµναβγβ.

(A.4.17)

Пусть Aµν, Bµν — антисимметричные тензоры. Тогда

Aµνσ
µν = iγ5?Aµνσ

µν,

Aµνσ
µνBαβσαβ = −2AµνBµν − 4AµνB

µ
βσ

νβ + iγ5eµναβAµνBαβ ≡
≡ −2AµνBµν − 4AµνB

µ
βσ

νβ − 2iγ5?AµνBµν.

(A.4.18)

В частности,

Aµνσ
µνAαβσ

αβ = −2AµνAµν − 2iγ5?AµνAµν ≡ −8
(
I1 + iγ5I2

)
,

?Aµνσ
µνAαβσ

αβ = −2?AµνAµν + 2iγ5AµνAµν ≡ −8
(
I2 − iγ5I1

)
.

(A.4.19)

Из (A.3.13) следует, что

Aµνσµν(bd) =
[
Aνργνdρb̂− b̂Aνργνdρ

]
+

+iγ5
[
?Aνργνbρd̂ − d̂?Aνργνbρ

]
.

(A.4.20)

Если через X,Y обозначены выражения, содержащие произведения мат-

риц Дирака, а через X̄, Ȳ те же выражения, в которых порядок записи
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γ-матриц изменен на обратный, то

Sp{γαX}Sp{γαY} = Sp{(X + X̄)(Y + Ȳ)}−
−Sp{X}Sp{Y} − Sp{γ5X}Sp{γ5Y}.

(A.4.21)

A.5 Инвариантное интегрирование по углам

Рассмотрим интеграл

J0 =

∫
dO

1
(lu)2

=

2π∫

0

dϕ

π∫

0

sinϑdϑ
(u0 − |u| cosϑ)2

=
4π

uµuµ
. (A.5.1)

Таким образом, J0 – инвариант, и на массовой поверхности uµuµ = 1

J0 = 4π. (A.5.2)

Дифференцируя выражение (A.5.1) по компонентам 4-скорости, имеем
∫

dO
lσ

(lu)3
= 4πuµ,

∫
dO

lσlµ

(lu)4
= 4π

{
4
3

uσuµ − 1
3

gσµ
}
,

∫
dO

lσlµlν

(lu)5
= 4π

{
2uσuµuν − 1

3

[
gσµuν + gσνuµ + gµνuσ

]}
(A.5.3)

и т. д.

Так как l0 = 1, то, полагая σ = 0, имеем

J1 =

∫
dO

1
(lu)3

= 4πu0,

J2 =

∫
dO

lµ

(lu)4
= 4π

{
4
3

u0uµ − 1
3

g0µ

}
,

J3 =

∫
dO

lµlν

(lu)5
= 4π

{
2u0uµuν − 1

3

[
g0µuν + g0νuµ + gµνu0

]}
(A.5.4)

и т. д.


