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Введение.  

 Данное пособие посвящено изложению основ атомной физики, как одного из раз-

делов курса Общей физики. В основе этого раздела курса лежит изучение строения ве-

щества и описания различных явлений на микроскопическом уровне атомно-

молекулярных масштабов.  

Обычно в макроскопических теориях различные характеристики вещества, такие 

как, например, плотность, проводимость, диэлектрическая проницаемость, коэффициент 

поверхностного натяжения и т. д., вводятся феноменологически. Задача микроскопиче-

ской теории – научиться вычислять эти и многие другие характеристики. Для этого не-

обходимо научиться описывать строение атомов и молекул, их взаимодействие друг с 

другом, а также с внешними (прежде всего электромагнитными) полями. Оказывается, в 

таком микромире атомно-молекулярных масштабов законы классической физики уже не 

действуют. Мы вступаем в область действия законов квантовой механики. Поэтому 

большое внимание в курсе будет уделено основам квантовой теории: истории ее созда-

ния, физической сущности и изучению математического аппарата в объеме, минимально 

необходимом для решения конкретных прикладных задач. Отметим, что существует, ко-

нечно, и другой значительно более глубокий уровень описания строения вещества. На-

пример, при изучении строения атома мы будем полагать, что существует атомное ядро 

с вполне определенными характеристиками. Как и откуда они возникают – важный во-

прос, но он уже рассматривается в микроскопической теории более глубокого уровня 

(физике атомного ядра). Безусловно, в рамках микроскопического подхода правомерны 

и вопросы о том, почему входящие в атом частицы, электроны и образующие ядра про-

тоны и нейтроны, характеризуются вполне определенными свойствами, и почему имен-

но такие частицы и виды взаимодействий существуют в природе? Мы не будем касаться 

этих вопросов, для нас будет представлять интерес построение микроскопической тео-

рии вещества в мире атомно-молекулярных масштабов. 

 А что такое мир атомно-молекулярных масштабов? О каких пространственно-

временных, энергетических и других масштабах будет идти речь? Для ответа на этот во-

прос вспомним, что размер простейшего атома, атома водорода, в основном состоянии 

составляет величину порядка одного ангстрема (более точно – 91029.5   см). Считая, 

что этот размер 0a – радиус круговой орбиты электрона в атоме (боровский радиус)
1
, и 

используя второй закон Ньютона 

   
2

0

2

0

2

0

a

e

a

mv
  

(m – масса электрона, e – его заряд), легко найти значение скорости движения электрона 

по орбите 
8

0

2

0 1018.2  amev см/с. Тогда характерное время движения электрона 

по орбите можно оценить как 17

00 1042.2  va  с. Другими словами, при изучении 

атомов и молекул речь будет идти о процессах, протекающих в фемтосекундном мас-

штабе времен. Характерный энергетический масштаб легко определить, вычислив кине-

тическую или потенциальную энергию электрона на орбите. Соответствующая величина 

оказывается порядка 10 эВ (1 эВ = 12106.1   эрг). Приведенные выше значения как раз и 

характеризуют масштабы микромира, о котором мы будем в дальнейшем говорить. 

                                                 
1
 Безусловно, остается непонятным, откуда взялся этот размер. На самом деле объяснить его происхожде-

ние в рамках классических (неквантовых) представлений невозможно. Поэтому сами масштабы микроми-

ра оказываются неразрывно связаны с квантовомеханическим описанием вещества. 
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Глава 1. Классическая картина мира и необходимость 

введения квантовых представлений. 

 Электронная теория Лоренца. 

 Вернемся мысленно в самый конец XIX века. Уже созданы классическая механи-

ка и электродинамика Максвелла. Успех этих теорий при описании широкого круга яв-

лений в окружающем нас макроскопическом мире не вызывает сомнения. Поэтому со-

вершенно естественной представляется попытка использовать эти теории для описания 

строения вещества на микроскопическом уровне. При этом делается важное допущение 

– законы физики в макромире и микромире считаются одинаковыми. Теория микроско-

пического строения вещества, основанная на наиболее общих законах классической ме-

ханики и электродинамики, была создана Г.А.Лоренцем
2
 в 1896 году и известна как 

электронная теория Лоренца. В основе этой теории – представление об электронах, вхо-

дящих в состав атомов и способных совершать гармонические колебания на определен-

ных частотах. Теория Лоренца оказалась исключительно продуктивной, она позволила 

объяснить на микроскопическом уровне огромное количество оптических эффектов, в 

частности явления испускания и поглощения света атомами, законы распространения 

света в веществе (дисперсия). Применение идей Лоренца позволило создать кинетиче-

скую теорию газов и твердых тел, электронную теорию металлов (совместно с 

П.Друде
3
). 

 Рассмотрим несколько примеров успешного использования электронной теории 

для объяснения различных физических явлений. 

 Остановимся сначала на объяснении в рамках подхода Лоренца так называемого 

эффекта Зеемана
4
, сущность которого заключается в явлении расщепления на несколько 

компонент спектральной линии атома, помещенного во внешнего магнитное поле 

(1896). Общая схема установки, позволяющей наблюдать расщепление, приведена на 

рис.1.1. Излучающие атомы ( S ) помещаются между полюсами электромагнита. На вы-

ходной щели спектрографа (Sp) 

формируется изображение, по-

зволяющее анализировать спек-

тральный состав излучения. В 

полюсах магнита имеется сквоз-

ное отверстие, позволяющее на-

блюдать спектр излучения, в том 

числе, в направлении вектора 

напряженности магнитного поля 

H


. Как уже отмечалось, в рам-

                                                 
2
 H. A. Lorentz (1853 - 1928) – нидерландский физик – теоретик, Нобелевская премия (1902) «В знак при-

знания исключительных услуг, которые они оказали науке своими исследованиями влияния магнетизма на 

явления излучения», совместно с П.Зееманом. 
3
 P. Drude (1863 - 1906) – немецкий физик. 

4
 P. Zeeman (1865 - 1943) – нидерландский – физик, Нобелевская премия (1902), совместно Г. А. Лоренцем. 

 
Рис.1.1. Схема опыта по наблюдению эффекта Зеемана. 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D0%B3%D0%BD%D0%B5%D1%82%D0%B8%D0%B7%D0%BC
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ках теории Лоренца атомный электрон являются гармоническим осциллятором. Поэтому 

уравнения движения атомного электрона при наложении внешнего магнитного поля 

имеют следующий вид: 

        Hr
mc

e
rr


 ,2

0  ,       (1.1) 

здесь 0  - частота колебаний атомного электрона, H


 - напряженность внешнего маг-

нитного поля. Вводя обозначение mceH 2 , и расписывая (1.1) в проекциях на коор-

динатные оси (ось z направлена по вектору H


), получим  

   

.

,2

,2

2

0

2

0

2

0

zz

xyy

yxx

















       (1.2) 

Заметим, что колебания электрона вдоль оси z не зависят от наличия магнитного поля и 

происходят с атомной частотой 0 . Значит, атом будет излучать на этой частоте, как в 

отсутствие, так и при наличии внешнего магнитного поля. Что касается двух оставшихся 

уравнений, то несложный их анализ показывает, что колебания в направлении перпен-

дикулярном H


 происходят с частотами  0  (мы полагаем здесь выполненным 

условие 0 ). Таким образом, при наложении магнитного поля атомная линия рас-

щепляется на три (несмещенная частота и две сдвинутых на   - триплет Лоренца). 

Особенности углового распределения дипольного излучения (диполь не излучает в на-

правлении колебаний дипольного момента) приводят к тому, что в направлении перпен-

дикулярном магнитному полю будут видны все три линии, в то время как в направлении 

магнитного поля будут видны только две смещенные компоненты (центральная частота 

исчезнет). Такая картина расщепления действительно наблюдалась экспериментально и 

известна как нормальный эффект Зеемана. В экспериментах, однако, наблюдается и 

аномальный эффект Зеемана, когда картина расщепления отличается от описанной выше 

(число линий либо не равно трем, либо величина расщепления не совпадает с рассчи-

танной). Однако, и в этом случае порядок величины расщепления правильно описывает-

ся рассмотренной выше моделью, и вполне можно было надеяться, что развитие теории 

в дальнейшем позволит получить согласие с экспериментом и в этом случае.  

 В качестве еще одно примера использования электронной теории Лоренца рас-

смотрим классическую теорию электропроводности металлов, предложенную П. Друде 

в 1900 году. 

 Будем считать, что в металлах имеется свободный электронный газ, причем элек-

троны с частотой   испытывают столкновения с ионами, образующими кристалличе-

скую решетку. В случае, если внутри металла есть электрическое поле с напряженно-

стью  , на свободные электроны действует ускоряющая сила 


eF  , столкновения 

электронов с ионами может быть сведено к тормозящей силе, которая в предположении, 

что в результате столкновения электрон полностью потерял свою направленную ско-
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рость
5
, может быть представлена в виде силы вязкого трения vmf


 . Тогда, уравне-

ние движения электрона в металле может быть записано в виде 

   v
m

e
fF

m
v





 


)(

1
. 

Установившееся во времени стационарное решение этого уравнения есть 

     mev 


 

и представляет собой выражение для так называемой дрейфовой (направленной) скоро-

сти движения электронов
6
. Это направленное движение электронов создает электриче-

ский ток, плотность которого определяется как 

    





m

ne
venj e

e

2

 

(здесь en  - концентрация свободных электронов в металле). Мы видим, что плотность 

тока оказывается пропорциональной напряженности электрического поля (это утвер-

ждение известно как закон Ома), а коэффициент пропорциональности  mne e

2  есть 

проводимость свободного электронного газа в металле. Рассмотренная нами модель по-

зволяет предсказать величину проводимости металлов. Если считать, что концентрация 

свободных электронов в металле 2310en  см
-3

, а частоту столкновений рассчитать по 

формуле  Tv , где 810~Tv  см/с – скорость теплового движения электронов, 

810~   см – средняя длина пробега между столкновениями (мы предполагаем, что эта 

длина примерно равна расстоянию между ионами, образующими решетку), то получим 

оценку для проводимости 1510~  с
-1

. Как это соотносится с экспериментом? Вполне 

разумно. Однако известно, что проводимость хороших металлов (медь, алюминий, се-

ребро) превышает полученную нами величину более чем на два порядка. Использован-

ная нами оценка на концентрацию электронов не подвергается сомнению. Значит, при-

ходится признать, что длина свободного пробега электронов в этом случае заметно (на 

два порядка) превышает расстояние между соседними узлами решетки. То есть электро-

ны в металле действительно движутся как свободные и практически «не замечают» уз-

лов решетки. Как это может быть, если атомы в твердом теле упакованы вплотную друг 

к другу, до конца непонятно. Однако в целом рассмотренная нами элементарная теория 

проводимости может считаться вполне удовлетворительной
7
. 

 Теория Лоренца удачно сочеталась с моделью атома Томсона
8
, предложенной им 

в 1903 году через несколько лет после открытия им же электрона в 1897 году. Хотя тео-

рия Лоренца и испытывала ряд трудностей, в частности при описании ферромагнетизма, 

                                                 
5
 Такое предположение эквивалентно приближению, что рассеяние электронов на ионах, находящихся в 

узлах кристаллической решетки, является изотропным.  
6
 Не следует путать вычисленную нами дрейфовую скорость и скорость теплового хаотического движения 

электронов. 
7
 Применение квантовой теории к проблеме движения электронов в металле показывает, что в идеальном 

кристалле электрон действительно движется как свободный и не испытывает рассеяния. Рассеяние обу-

словлено неидеальностью структуры кристалла, возникающей за счет тепловых колебаний ионов в решет-

ке, наличия примесных атомов и т.п. 
8
 J. J. Thomson (1856 - 1940) – английский физик, Нобелевская премия (1906) «За теоретические и экспе-

риментальные исследования прохождения электричества через газы». 
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аномального эффекта Зеемана, количественного объяснения спектров различных эле-

ментов и др., в целом она выглядела вполне удовлетворительной. Казалось, нужны еще 

небольшие усилия, и физическая картина мира атомно-молекулярных масштабов будет 

полностью завершена.  

 Тем не менее, ряд экспериментальных фактов принципиально не укладывался в 

новую столь успешную теорию. Многочисленные попытки «примирить» теорию с ними 

привели, в конце концов, к пониманию, что это принципиально невозможно, и послужи-

ли толчком к созданию квантовой теории.  

Обсудим наиболее важные из таких фактов. 

Проблема равновесного электромагнитного излучения. 

Известно, что любая замкнутая система рано или поздно приходит в состояние 

термодинамического равновесия, причем все свойства этого состояния определяются 

одним единственным параметром – температурой. В данном разделе нас будет интере-

совать электромагнитное излучение, находящееся в термодинамическом равновесии с 

атомами его излучающими. Такое равновесное излучение проще всего получить внутри 

замкнутой полости, стенки которой удерживаются при некоторой постоянной темпера-

туре T . Испускание и поглощение электромагнитного излучения атомами, образующи-

ми стенки полости, приведет к заполнению полости электромагнитным полем, которое 

обязательно в конце концов придет в состояние термодинамического равновесия с веще-

ством, а значит, тоже будет характеризоваться той же температурой T . Важнейшая ха-

рактеристика равновесного излучения – распределение энергии по спектру, которое за-

дается функцией   - спектральной плотностью энергии электромагнитного поля. Вели-

чина d  определяет энергию поля в единице объема в спектральном интервале от   

до  d , а интеграл по всему спектру есть объемная плотность энергии поля: 

     dU .       (1.3) 

Наша задача – научиться вычислять спектральную плотность  , как функцию темпера-

туры. 

 Не ограничивая общности рассмотрения, будем считать, что электромагнитное 

поле находится в кубическом объеме с зеркальными стенками
9
 (размер стенки куба L). 

Тогда произвольное состояние электромагнитного поля в полости может быть представ-

лено в виде суперпозиции стоячих волн (полевых мод), причем на стенках куба находят-

ся узлы электрического поля волны. Каждая полевая мода описывает гармонические ко-

лебания поля с некоторой частотой, поэтому о таком представлении часто говорят как о 

разложении поля на осцилляторы. Наша задача заключается в вычислении числа раз-

личных типов колебаний (полевых мод) в спектральном интервале ),(  d . Умножив 

потом полученную величину на среднюю энергию одной полевой моды, мы и получим 

выражение для спектральной плотности энергии электромагнитного поля. 

                                                 
9
 Вопрос о возможности формировании зеркально отражающей поверхности из совокупности большого 

количества излучающих и поглощающих атомов требует отдельного рассмотрения, которое находится за 

рамками нашего изложения. 
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 Рассмотрим сначала одномерный случай. Условие существования стоячей элек-

тромагнитной волны в резонаторе размером L запишем в виде: 

    Ln 


2
,       (1.4) 

где n – число длин полуволн, укладывающихся на длине резонатора. Переходя от длины 

волны   к волновому вектору  2xek


 ( xe


 - единичный вектор), перепишем (1.4) в 

виде 

    xx k
L

n


 ,       (1.5) 

или в интервале волновых векторов от xk  до xx dkk   укладывается xdn  различных нор-

мальных колебаний поля: 

    xx dk
L

dn


 .       (1.6) 

До сих пор мы говорили о стоячих волнах. На практике часто оказывается удобнее гово-

рить о бегущих. Учитывая, что стоячая волна может быть рассмотрена как суперпозиция 

двух бегущих, распространяющихся в противоположных направлениях, перепишем (1.6) 

в виде 

    xx dk
L

dn



2

,       (1.7) 

где область определения волнового вектора xk  уже продлена на всю числовую ось: 

  ,xk . 

 Проводя аналогичные рассуждения для полевых мод, характеризующихся проек-

циями волнового вектора k


 на два других направления, легко записать следующее об-

щее выражение  

   kd
L

dkdkdk
L

dndndndN zyxzyx

3

33

22





















 .   (1.8) 

Поделив полученное на 3L  (объем резонатора), получим число полевых мод в единице 

объема в интервале волновых векторов  kdkk


, : 

    33 )2(  kddndk .      (1.9) 

Выражение (1.9) носит весьма общий характер вне зависимости от конкретной природы 

волнового поля. Применительно к электромагнитному полю надо еще учесть, что одно-

му и тому же значению волнового вектора k


 соответствуют две полевых моды, отли-

чающихся состояниями поляризации. Поэтому для электромагнитного поля в (1.9) дол-

жен быть введен множитель «2»: 

    33 )2(2  kddndk .      (1.9’) 

Определим теперь число различных типов колебаний в интервале частот  d, . 

Вспоминая, что ck   и выполняя интегрирование в (1.9’) по всем различным направ-

лениям волнового вектора k


, окончательно получим 
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32

2
2

3
4

)2(

1
2

c

d
dkkdnd







 .      (1.10) 

 Теперь очевидно, что спектральная плотность энергии в единице объема есть 

  



  d

c
dnd d 32

2

.      (1.11) 

Здесь   - средняя энергия полевой моды с частотой  . 

 Найдем среднюю энергию  , исходя из следующих соображений. Вспомним, 

что каждая полевая мода представляет собой гармонический осциллятор, т.е. речь идет 

фактически о вычислении средней энергии осциллятора, находящегося в состоянии тер-

модинамического равновесия со средой при температуре T . Учитывая, что в соответст-

вии с законом Больцмана вероятность обнаружить у осциллятора энергию   есть  

    TkAw B exp)(       (1.12) 

(здесь A  - нормировочная константа, Bk  - постоянная Больцмана), для средней энергии 

запишем 

   Tk
dw

dw

B








)(

)(
.      (1.13) 

Полученный ответ есть прямое следствие общего закона классической статистической 

механики – закона равнораспределения энергии по степеням свободы. На каждую коле-

бательную степень свободы в состоянии термодинамического равновесия приходится 

энергия равная TkB . Подставляя полученное значение в (1.11) для спектральной функ-

ции   найдем 

   Tk
c

B



 32

2

.       (1.14) 

Строго выражение (1.14) было получено в 1905 году и носит название формулы Рэлея
10

 

и Джинса
11

. Отметим еще раз, что полученное выражение получено из наиболее общих 

представлений классической физики и описывает распределение энергии по спектру 

равновесного электромагнитного излучения. Когда формула Рэлея и Джинса была полу-

чена, ее неудовлетворительность была уже очевидна. Действительно, выполняя интег-

рирование по частотам, т.е., вычисляя объемную плотность энергии равновесного излу-

чения, имеем 

 


 




0

2

32

0

d
c

Tk
dU B .     (1.15) 

Таким образом, плотность энергии электромагнитного поля должна быть бесконечно 

велика. Эта ситуация П.Эренфестом
12

 была названа «ультрафиолетовой катастрофой». 

Неудовлетворительность нашего подхода ясна, конечно, еще с самого начала. Число по-

                                                 
10

 J. Rayleigh (1842 - 1919) –английский физик, Нобелевская премия (1904) по химии «За исследования 

плотностей наиболее распространённых газов и за открытие аргона в ходе этих исследований». 
11

 J. Jeans (1877 - 1946) – английский физик и астрофизик. 
12

  P. Ehrenfest (1880 - 1933) - физик-теоретик. 
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левых мод в единице объема бесконечно велико (в этом смысле об электромагнитном 

поле говорят, как о системе с бесконечным числом степеней свободы), причем плот-

ность полевых состояний растет с увеличением частоты. В такой ситуации закон равно-

распределения энергии по степеням свободы автоматически приводит к бесконечной 

энергии. Фактически становится понятным, что применить закон равнораспределения (а 

это один из наиболее общих законов классической физики) к полевым модам оказывает-

ся невозможным, причем речь идет, прежде всего, о высокочастотных модах колебаний. 

Ситуация тем более обидная, что вид спектральной функции   в области высоких час-

тот (фиолетовая часть спектра) был установлен экспериментально В.Вином
13

 еще в 1896 

году (формула Вина) 

     Tkb B exp~ ,      (1.16) 

здесь b  - некоторая константа. Что касается формулы Релея и Джинса, было понятно, 

что она верна лишь для низкочастотной (красной) части спектра излучения. 

 Революционный шаг в понимании особенностей распределения энергии по спек-

тру равновесного излучения был сделан М.Планком
14

. В 1900 году им была получена 

формула (формула Планка), правильно описывающая распределение энергии по спектру 

равновесного электромагнитного излучения. Однако, для этого Планку пришлось пред-

положить, что энергия конкретной полевой моды может принимать строго определен-

ный набор значений, кратных некоторому минимальному, и тем самым отказаться от за-

кона равнораспределения энергии по степеням свободы. Действительно, предположим 

вслед за Планком, что возможные значения энергии каждой полевой моды определяются 

выражением 

    0 nn ,   ,...2,1,0n ,     (1.17) 

а 0  - некоторая минимальная порция (квант) энергии. Тогда вычисляя аналогично (1.13) 

среднюю энергию полевой моды, запишем 

    



















0

0

)(

)(

n

n

n

nn

w

w

,      (1.18) 

где )( nw   по-прежнему определяется по формуле Больцмана.  

Вычисление суммы (1.18) проводится следующим образом. Вводя TkB1 , пе-

репишем (1.18): 

1)exp()exp(1

1
ln)exp(ln

)exp(

)exp(

0

0

00

0

0

0

0

00
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



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

 


 











Tkd

d
n

d

d

n

nn

Bn

n

n . 

            (1.19) 

                                                 
13

 W. Wien (1864 - 1928) – немецкий физик, Нобелевская премия (1911) «За открытия, касающиеся зако-

нов, которые управляют тепловым излучением». 
14

 M. Planсk (1858 - 1946) – немецкий физик – теоретик, Нобелевская премия (1918) «В знак признания 

услуг, которые он оказал развитию физики своим открытием квантов энергии ». 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D1%82
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Подставляя теперь (1.19) в (1.11) получим новое выражение для распределения энергии 

по спектру равновесного излучения. Очевидно, для того, чтобы в пределе высоких час-

тот   полученное выражение переходило в формулу Вина, необходимо потребо-

вать, чтобы минимальная порция энергии осциллятора была пропорциональна частоте, 

т.е. 

      0 .      (1.20) 

Здесь   - коэффициент пропорциональности, введенный М.Планком, и носящий его имя 

– постоянная Планка. Численное значение этой постоянной (его впервые определил сам 

Планк из экспериментальных данных по спектрам равновесного излучения) 
271005.1   эрг.с. Помимо постоянной   используют также постоянную 

271062.62  h  эрг.с. 

 С учетом (1.20) полученное нами выражение для спектральной плотности энер-

гии равновесного излучения записывается в виде: 

    
 







 d

Tkc
d

B 1exp

1 3

32 


.    (1.21) 

 Выражение (1.21) для распределения энергии по спектру равновесного электро-

магнитного излучения называется формулой Планка и позволяет объяснить все извест-

ные законы, справедливые для равновесного излучения и полученные ранее эмпириче-

ским путем.  

 Так, например, легко видеть, 

что закон Релея и Джинса и закон 

Вина являются соответственно низ-

ко- и высокочастотным приближе-

нием (1.21). Действительно, в об-

ласти низких частот 1 TkB , 

разлагая экспоненты в ряд до перво-

го порядка, немедленно получаем 

выражение (1.14). Отметим при 

этом, что исчезновение из ответа 

постоянной Планка является при-

знаком того, что соответствующее 

выражение может быть получено из 

чисто классических соображений. Применительно к равновесному излучению эти сооб-

ражения нами были уже рассмотрены. Наоборот, в высокочастотной части спектра 

1 TkB , пренебрегая в знаменателе единицей по сравнению с экспонентой, полу-

чим 

      


 dTk
c

d B exp
1 3

32
,   (1.22) 

т.е. формулу Вина. 

 На рис.1.2 приведен общий вид планковской функции (кривая 1) а также ее пре-

дельных случаев, рассчитанных по формулам Релея и Джинса (кривая 2) и Вина (кривая 

3). Отметим, что планковская функция характеризуется максимумом в точке 

 
Рис.1.2. Распределение по частотам энергии в спектре 

равновесного электромагнитного излучения. 



 17 

      82.2max 


TkB


,      (1.23) 

т.е. max  растет линейно с температурой излучения. Эта формула легко получается из 

анализа на экстремумы выражения (1.21) и представляет собой закон смещения Вина. 

Этот закон был получен В.Вином еще в 1893 году.  

Получим теперь выражение для объемной плотности энергии равновесного элек-

тромагнитного излучения. Интегрируя по спектру (1.21), найдем 

 
  



 














0

3

332

44

0

3

32

0
1)exp(1exp

1
d

c

Tk
d

Tkc
dU B

B 


.  (1.24) 

Входящий в (1.24) интеграл равен 154 . Поэтому 

  4TU  ,   15

33

42

1057.7
15





c

kB  эрг/(см
3
 К

4
)  (1.25) 

т.е. плотность энергии электромагнитного излучения растет как четвертая степень тем-

пературы. Выражение (1.25) представляет собой закон Стефана – Больцмана, установ-

ленный эмпирическим путем еще в 1879 году. Однако, постоянную   (она носит назва-

ние постоянной Стефана – Больцмана) теоретически стало возможным вычислить лишь 

после установления формулы Планка. 

 Помимо спектральной функции   часто используется также функция  , опи-

сывающая распределение энергии излучения по длинам волн. Эта функция может быть 

легко получено из соотношения 

      dd ,      (1.26) 

где спектральный интервал d  связан со спектральным интервалом d  соотношением 

 dcdddd )2( 2
. В результате имеем 

    


















 d

Tk

c

c
d

B

1
2

exp

16
5

2




.    (1.27) 

Общий вид планковской функции (кривая 1) в шкале длин волн, а также ее предельных 

случаев, рассчитанных по формулам Релея и Джинса (кривая 2) и Вина (кривая 3) пред-

ставлены на рис.1.3. 

Из формулы Планка в виде (1.27) также следует закон смещения Вина, характе-

ризующий изменение положения максимума спектральной функции   с температурой: 

95.4
2

max






Tk

c

B


.        (1.28) 

Отметим при этом, что положения максимумов планковской функции в шкале частот и 

длин волн не совпадают, т.е. maxmax 2  c . Это связано с изменением величины спек-

трального интервала d , соответствующего постоянному значению d , при изменении 

частоты излучения. Из (1.23) и (1.28) нетрудно получить, что 
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    76.1
2

max

max

max

*









 c
.     (1.29) 

 В заключение коротко оста-

новимся на примерах реальных фи-

зических систем, которые с хоро-

шим приближением характеризуют-

ся планковским спектром излуче-

ния. 

1. Излучение звезд. Излучение с по-

верхности звезд типа Солнца
15

 с хо-

рошей степенью точности характе-

ризуется планковским спектром. В 

частности, ближайшая к нам звезда, 

Солнце, дает излучение с темпера-

турой 5770 К, что соответствует 

максимуму излучения в середине 

видимого диапазона частот (зеле-

ный свет). Надо иметь в виду, что атмосфера Земли частично поглощая ультрафиолето-

вое излучение, вносит искажения в спектральный состав излучения, регистрируемый у 

поверхности Земли. 

2. Реликтовое излучение. В соответствии с теорией Большого Взрыва (Г.Гамов
16

, 1948) 

вся Вселенная заполнена изотропным равновесным излучением, температура которого 

уменьшается по мере расширения Вселенной. Экспериментальное обнаружение этого 

излучения в 1965 году (Р.Вильсон, А.Пензиас
17

) с температурой 7.2T  К считается од-

ним из наиболее убедительных доказательств справедливости наших представлений о 

развитии Вселенной. 

Фотоэффект. 

Фотоэффект был открыт Генрихом Герцем
18

 в 1887 году. Герц наблюдал зажига-

ние дугового разряда между двумя электродами под действием ультрафиолетового из-

лучения горящей рядом дуги. С современной точки зрения физическое содержание опы-

тов Герца заключается в следующем. Плазма дугового разряда имеет высокую темпера-

туру и является источником интенсивного ультрафиолетового излучения. Это ультра-

фиолетовое излучение способно ионизовать атомы создавать затравочные электроны, в 

области пространства между электродами, к которым заранее приложено напряжение. 

Появление этих затравочных электронов приводит к возникновению проводимости и 

зажиганию разряда. Для понимания физики происходящего важно также, что напряже-

                                                 
15

 На диаграмме Герцшпрунга – Рассела эти звезды находятся на главной последовательности. Более под-

робно см., например, С. А. Каплан. Физика звезд, М.:Наука,  (1977) 
16

 Г. А. Гамов (1904 - 1968) советский, а затем американский физик-теоретик. 
17

 R. W. Wilson (р.1936), A. Penzias (р.1933) – американские физики –экспериментаторы, Нобелевская пре-

мия (1978) за «За открытие микроволнового реликтового излучения». 
18

  H. Hertz (1857 - 1894) – немецкий физик.  

 
Рис.1.3. Распределение энергии в спектре равновесно-

го электромагнитного излучения по длинам волн. 

 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D0%B5%D0%BB%D0%B8%D0%BA%D1%82%D0%BE%D0%B2%D0%BE%D0%B5_%D0%B8%D0%B7%D0%BB%D1%83%D1%87%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5
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ние пробоя разрядного промежутка всегда выше, чем напряжение, достаточное для под-

держания разряда. Таким образом, фактически Герцем был обнаружен процесс иониза-

ции атомов электромагнитным излучением (атомный фотоэффект). 

Несколько позже был обнаружен фотоэффект с поверхности твердых тел при их 

облучении электромагнитным излучением ультрафиолетовой части спектра. Также как и 

в случае атомного фотоэффекта для удаления электрона с поверхности твердого тела 

требуется затратить некоторую энергию. Минимальное 

значение этой энергии называют работой выхода. Для ши-

рокого круга материалов она обычно составляет несколько 

электронвольт. В случае атомного фотоэффекта роль рабо-

ты выхода выполняет потенциал ионизации. 

 Основные особенности явления фотоэффекта были 

исследованы А. Г. Столетовым
19

 (1888 - 1889) и Ф. Ленар-

дом
20

 (1899 - 1902). Поэтому к обсуждению результатов, 

полученных в этих опытах, мы теперь и перейдем. На рис. 

1.4 схематически изображена установка для изучения фо-

тоэффекта. Два металлических электрода, к которым мо-

жет подаваться напряжение различной полярности, разде-

лены вакуумным промежутком. Поверхность одного из 

электродов облучается монохроматическим излучением 

ультрафиолетового диапазона частот. В результате фотоэффекта с поверхности в ваку-

умном промежутке появляются свободные электроны и возникает электрический ток, 

измеряемый амперметром. 

 С точки зрения классической теории сам факт образования фотоэлектронов вы-

глядит совершенно естественным. Электрическое поле волны раскачивает электроны, 

находящиеся внутри твердого тела. В результате их кинетическая энергия возрастает. 

Если кинетическая энергия превысит работу выхода, электрон с некоторой вероятно-

стью может вылететь с поверхности твердого тела.  

Остановимся на результатах опытов, и обсудим, что из них можно, а что нельзя 

понять в рамках классических представлений. На рис.1.5 приведена полученная в экспе-

рименте зависимость фототока от интенсивности 

излучения. Эта зависимость оказалась прямо про-

порциональной, что естественно с классической 

точки зрения: с увеличением интенсивности излуче-

ния растет энергия, поглощаемая электронами в 

приповерхностном слое металла, а, следовательно, 

увеличивается вероятность их вылета, т.е. величина 

фототока. Обсудим теперь зависимость фототока 

(при некоторой постоянной интенсивности) от вели-

чины приложенного между электродами напряжения (см. рис. 1.6). Это напряжение мо-

жет как ускорять электроны, попавшие в вакуумный промежуток, так и тормозить их, 

                                                 
19

 А. Г. Столетов (1839 - 1895) – русский физик. 
20

 Ph. Lenard (1862 – 1947) – немецкий физик, Нобелевская премия (1905) «За исследовательские работы 

по катодным лучам». 

 
Рис.1.4. Схема установки для 

изучения фотоэффекта. 

 

 
Рис.1.5. Зависимость фототока от 

интенсивности излучения.  

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B0%D1%82%D0%BE%D0%B4%D0%BD%D1%8B%D0%B9_%D0%BB%D1%83%D1%87
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возвращая обратно на электрод и препятствуя их вылету. Если напряжение ускоряет 

электроны, они приобретают дополнительную скорость, направленную к противопо-

ложному электроду. В результате величина фототока в цепи растет, пока не достигнет 

некоторого максимального значения, соответствующего тому, что все электроны, выле-

тевшие с поверхности, достигли противоположного электрода. Дальнейшее увеличение 

напряжения уже не приводит к увеличению фототока. В системе наблюдается насыще-

ние. Величина тока насыщения, однако, линейно зависит от интенсивности ультрафио-

летового излучения. Чем больше интенсивность, тем больше электронов покидает по-

верхность металла, тем больше ток насыщения. Другая ситуация возникает, когда по-

лярность поданного напряжения изменена и электроны попадают в тормозящее поле, 

препятствующее их вылету. В этом случае фототок уменьшается и при некотором на-

пряжении обращается в нуль, что соответствует случаю, когда ни один из электронов не 

смог достичь поверхности противоположного электрода. Это понятно: существует неко-

торое значение максимальной кинетической энергии 

фотоэлектронов. Поэтому фототок должен прекра-

титься, когда запирающее напряжение V  удовлетво-

ряет условию: 

   maxEeV  ,   (1.30) 

где maxE  - максимальная кинетическая энергия фото-

электронов. Непонятно другое: казалось бы, чем 

больше интенсивность излучения, тем большую кине-

тическую энергию могут набирать электроны. Дейст-

вительно, с увеличением интенсивности воздейст-

вующего излучения энергия вылетающих с поверхности электронов должна возрастать, 

а, следовательно, величина запирающего напряжения увеличиваться. Эксперимент пока-

зывает обратное: запирающее напряжение, а, значит, и максимальная кинетическая 

энергия фотоэлектронов не зависят от интенсивности излучения.  

Рассмотрим еще зависимость величины запирающего напряжения от частоты из-

лучения (полученную при постоянной интенсивности излучения). Соответствующая за-

висимость приведена на рис.1.7. Как видно, с увеличением частоты излучения величина 

запирающего напряжения линейно растет, что свидетельствует о возрастании с частотой 

энергии фотоэлектронов. Самое интересное, что 

существует некоторое минимальное значение 

частоты излучения *  (т.н. красная граница фо-

тоэффекта) вызывающего фотоэффект; для зна-

чений частоты *  фотоэффект невозможен. 

С точки зрения классической физики существо-

вание красной границы совершенно непонятно. 

Казалось бы, в модели почти свободных элек-

тронов в металле (эта модель справедлива, если 

частота внешнего поля   существенно больше 

частоты столкновений электронов в металле  , в металлах, как правило, 1410~  с
-1

, что 

соответствует инфракрасному диапазону частот) электрон под действием поля волны 

 
Рис.1.6. Зависимость фототока от  

напряжения между электродами. 

 
Рис.1.7. Зависимость запирающего  

потенциала от частоты излучения. 
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совершает колебания с характерной энергией 22

0

2 4  mEe  ( 0E  - амплитуда электри-

ческого поля волны). Т.е. более низкочастотное излучение, наоборот, более эффективно 

воздействует на электроны в металле. Поэтому естественно ожидать, что с понижением 

частоты излучения (при выполнении условия  ) энергия фотоэлектронов должна 

не падать, а возрастать. 

 Выход из создавшейся ситуации был найден А.Эйнштейном
21

 в 1905 году. Разви-

вая идеи Планка, Эйнштейн высказал предположение, что свет представляет собой по-

ток частиц - квантов света, фотонов, несущих энергию  , которая может быть затраче-

на на удаление электронов из вещества. Предположение о том, что свет распространяет-

ся в пространстве и поглощается веществом порциями  , позволяет сразу же объяс-

нить независимость запирающего напряжения от интенсивности излучения и существо-

вание красной границы фотоэффекта, загадочной с точки зрения классической физики. 

Действительно, уравнение Эйнштейна для кинетической энергии электронов kE , выры-

ваемых из атомов (с поверхности твердого тела) полем электромагнитной волны, гласит 

     ek AE   ,      (1.30) 

где eA  - работа выхода (потенциал ионизации атома для атомного фотоэффекта). В слу-

чае eA  энергии кванта недостаточно для удаления электрона с поверхности, и фо-

тоэффект невозможен. 

 Рассмотренные особенности процесса фотоионизации казались незыблемыми и 

не подвергались сомнению до середины 60-х годов XX века, когда были созданы первые 

источники высокоинтенсивного лазерного излучения. В этих источниках были достиг-

нуты интенсивности излучения ~10
10

-10
12

 Вт/см
2
, на много порядков превышающие ин-

тенсивности всех существовавших ранее источников оптического излучения. Оказалось, 

что при таких высоких интенсивностях излучения наряду с процессами поглощения од-

ного кванта света (однофотонный процесс) существенными оказываются также процес-

сы многофотонного поглощения, т.е. процессы в которых происходит одновременное 

поглощение сразу нескольких фотонов. Применительно к процессу ионизации это озна-

чает исчезновение красной границы фотоэффекта: если энергия кванта недостаточна для 

вырывания электрона из атома, в сильном поле излучения ионизация может произойти в 

результате поглощения сразу двух фотонов (двухквантовый фотоэффект), а в общем 

случае - N фотонов (N-квантовый фотоэффект). Потенциалы ионизации большинства 

атомов составляют 10-15 эВ, энергия квантов излучения видимого диапазона частот ~2 

эВ. Поэтому ионизация атомов оптическим излучением возможна лишь в результате 

многофотонного поглощения. С учетом сказанного уравнение Эйнштейна можно обоб-

щить на случай многоквантового фотоэффекта 

ek ANE   .     (1.31) 

                                                 
21

A. Einstein (1879 - 1955), Нобелевская премия (1921) «За важные физико-математические исследования, 

особенно за открытие законов фотоэлектрического эффекта». 



 22 

Экспериментально многоквантовый атомный фотоэффект был обнаружен в 1964 году 

Н.Б.Делоне
22

 с сотрудниками. Отметим только, что в относительно слабых полях веро-

ятность многоквантового фотоэффекта пренебрежимо мала, поэтому в уравнении (1.31) 

существенным оказывается лишь случай с 1N . 

Эффект Комптона. 

Не менее ярко корпускулярные свойства излучения проявляются в эффекте Ком-

птона (1923 г.). А.Комптон
23

 занимался изучением рассеяния рентгеновского излучения 

различными веществами. Схема его установки приведена на рис.1.8. Пучок рентгенов-

ского излучения коллимируется диафрагмами D1 и D2, рассеивается на мишени R., а за-

тем попадает в рентгеновский спектрограф. Сигнал со спектрографа регистрируется на 

фотопластинке P. Оказалось, что независимо от типа вещества длина волны рассеянного 

излучения смещается в длинноволновую часть спектра, причем это смещение зависит от 

угла, под которым наблюдается рассеянный свет: 

)cos1(0  e .          1.32) 

Здесь 0  и   - длины волн падающего и рассеянного излучения,   - угол рассеяния, e - 

так называемая комптоновская длина волны электрона, ее численное значение 

~ 101042.2   см. 

 Начнем качественный анализ явле-

ния с утверждения, что за рассеяние излу-

чения в твердом теле отвечают, прежде 

всего, электроны, входящие в его состав. 

Действительно, интенсивность рассеянно-

го света определяется квадратом ускоре-

ния излучающей частицы 
2

~ aI . По-

скольку ускорение частицы обратно про-

порционально ее массе, получаем 
21~ mI , т.е. интенсивность излучения 

легких частиц (электронов) на несколько 

порядков больше, чем интенсивность из-

лучения ионов. Еще одно важное допущение – электроны, на которых происходит рас-

сеяние рентгеновского излучения, можно считать свободными и неподвижными. Спра-

ведливость этого допущения связана с тем, что энергия кванта излучения рентгеновско-

го диапазона частот существенно превышает кинетическую и потенциальную энергию 

электронов в твердом теле (например, кинетическая энергия электронов проводимости в 

металле составляет несколько электронвольт, в то время как типичное значение энергии 

рентгеновского излучения – десятки килоэлектронвольт). 

                                                 
22

 Н. Б. Делоне (1926 - 2008) – российский физик – экспериментатор. 
23

 A. Compton (1892 - 1962) – американский физик, Нобелевская премия (1927) «За открытие эффекта, на-

званного его именем». 

 
Рис.1.8. Схема установки для исследования 

эффекта Комптона. 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D1%84%D1%84%D0%B5%D0%BA%D1%82_%D0%9A%D0%BE%D0%BC%D0%BF%D1%82%D0%BE%D0%BD%D0%B0
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 Мы покажем сейчас, что соотношение (1.32) можно получить из законов сохра-

нения энергии и импульса в предположении, что эффект Комптона есть результат рас-

сеяния одиночного кванта рентгеновского излучения на неподвижном электроне (схема 

процесса представлена на рис.1.9). 

Запишем закон сохранения энергии в 

виде 

eEmc   2

0 .  (1.33) 

Здесь 0  и   - энергии кванта до и после 

рассеяния, eE  - энергия электрона после рас-

сеяния. 

 Прежде чем записать закон сохранения 

импульса нам необходимо определить импульс 

фотона. Вспомним, что согласно классической электродинамике электромагнитное поле 

характеризуется объемной плотностью энергии   и импульса  , причем эти величины 

связаны соотношением  

c  .       (1.34) 

Будем теперь считать, что это соотношение справедливо для отдельного кванта поля – 

фотона. Тогда получаем, что импульс фотона равен 

     cp   ,      (1.35) 

или, вводя понятие волнового вектора ck  , 

     kp




 .      (1.36) 

Отметим, что использование соотношения (1.34) для одного фотона позволяет рассмат-

ривать его как безмассовую частицу. Действительно, вспоминая общерелятивистскую 

связь энергии и импульса частицы 

    
4222 cmcpE ee  ,      (1.37) 

получаем, что соотношения (1.34), (1.35) есть частный случай (1.37) для частицы с нуле-

вой массой. 

 Запишем теперь закон сохранения импульса, описывающий процесс рассеяния 

фотона на неподвижном электроне: 

     epkk





 0 ,     (1.38) 

где импульс электрона ep


 связан с его энергией соотношением (1.37). 

 Возведем (1.38) в квадрат, тогда, учитывая связь волнового вектора с частотой, 

получим: 

        22

0

22

0 cos2 cpe  .   (1.39) 

Здесь   - угол между 0k


 и k


, т.е. угол рассеяния фотона. С другой стороны, из закона 

сохранения энергии (1.33) имеем: 

        222

0

2

0 2 cpmc e  .   (1.40) 

 
Рис.1.9. Диаграмма импульсов при 

комптоновском рассеянии. 



 24 

Приравнивая левые части выражений (1.39) и (1.40), получим 

      cos1020
mc


.    (1.41) 

Учитывая, что  c2 , из (1.41) легко получить 

     


 cos1
2

0
mc


,     (1.42) 

т.е. мы получили выражение (1.32), причем комптоновская длина волны 
101042.22  mchmce   см. Численное значение этой константы с хорошей 

точностью совпадает с экспериментальными данными, полученными А.Комптоном. 

Иногда комптоновской длиной волны называют величину mc' . Численное значе-

ние этой постоянной в 2  раз меньше и равно 111086.3   см. 

 Таким образом, экспериментальные данные по рассеянию рентгеновского излу-

чения в твердых телах можно понять в рамках модели столкновения фотона с электро-

ном, находящимся внутри твердого тела в предположении, что этот электрон является 

свободным и неподвижным.  

 Рассмотренная модель также позволяет понять, почему сдвиг длины волны элек-

тромагнитного излучения был обнаружен именно в рентгеновском диапазоне частот, а 

не в оптическом или тем более в радиочастотном. Действительно, длина волны рентге-

новского излучения в опытах Комптона составляла величину порядка ангстрема, т.е. от-

носительное изменение длины волны 210 . Комптоновское смещение длины вол-

ны не зависит от длины волны рассеиваемого излучения, поэтому в оптическом диапа-

зоне 510 , а в радиочастотном 910 . Такое относительное изменение дли-

ны волны заметно сложнее обнаружить экспериментально
24

.  

 В заключение отметим, комптоновская длина волны – один из фундаментальных 

масштабов длины в физике. Он определяет область применимости классической элек-

тродинамики. Оказывается, на расстояниях порядка комптоновской длины волны элек-

трона и меньше классическая электродинамика уже не справедлива, и необходимо ис-

пользовать квантовую электродинамику. Например, на таких расстояниях оказывается 

несправедлив закон Кулона, описывающий взаимодействие двух точечных зарядов. 

  

Тормозное рентгеновское излучение. Квантовый предел. 

 Обсудим еще один эффект, убедительно доказывающий квантовую природу элек-

тромагнитного излучения. Речь пойдет об особенности спектра тормозного рентгенов-

ского излучения, возникающего при пролете быстрой заряженной частицы в каком-либо 

силовом поле, например при пролете быстрого электрона в поле атомного ядра. Элек-

трон, двигаясь с ускорением, излучает энергию, причем интенсивность излучения про-

порциональна квадрату ускорения электрона. Нас будет интересовать распределение из-

лученной энергии по спектру, особенно в области высоких частот. 

                                                 
24

 Напомним, что проведенные оценки справедливы лишь для свободных электронов. Для полей оптиче-

ского и радиочастотного диапазонов частот электроны, находящиеся в твердых телах, не могут даже при-

ближенно считаться свободными.  
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 С точки зрения классической электродинамики эта задача должна решаться сле-

дующим образом. Пренебрегая силой радиационного трения, движение электрона в поле 

ядра можно рассмотреть в рамках уравнения: 

     r
r

Ze
rm


3

2

 .     (1.43) 

В интересующем нас случае процесса рассеяния это уравнение описывает движение по 

гиперболической траектории. Определив закон движения )(tr


, мы находим ускорение 

электрона при движении по траектории 

     )(
)(

)(
3

2

tr
tmr

Ze
ta


 .     (1.44) 

Спектральный состав тормозного излучения определяется фурье - компонентой ускоре-

ния электрона 

     
2

~  aI


,      (1.45) 

где 

      


 dttitaa exp)(
2

1 
.    (1.46) 

Мы не будем сейчас заниматься вычислением этого интеграла, для нас важно, что его 

значение отлично от нуля для любого значения  , т.е. спектр тормозного излучения 

простирается до бесконечно больших частот. Анализ выражения (1.46) показывает, в об-

ласти высоких частот величина спектральной интенсивности излучения экспоненциаль-

но мала, однако отлична от нуля. Такой результат представляется странным с точки 

квантовых представлений. Ведь если энергия электрона до рассеяния равна eVE 0  (V  

- ускоряющее напряжение на системе формирования электронного пучка), то электрон 

не может испустить квант электромагнитного поля с частотой большей некоторой мак-

симальной, определяемой соотношением 

     max eV .      (1.47) 

Другими словами, если свет излучается квантами, у спектра тормозного излучения 

должна существовать коротковолновая граница (квантовый предел), определяемая с по-

мощью (1.47). Эксперимент показывает, что такая граница действительно существует, 

спектр тормозного излучения действительно имеет коротковолновую границу, что убе-

дительно свидетельствует о справедливости квантовых представлений о свете. 

 Отметим, что квантовый предел также может быть использован для определения 

численного значения постоянной Планка, точнее отношения e  или ce  . 

 Фотон. 

 Убедившись в реальности существования фотонов, попробуем теперь ответить на 

вопрос: а можно ли пучок света, состоящий из фотонов, расщепить так, чтобы в каждом 

из полученных пучков света имеющих ту же частоту излучения, энергия квантов света 

была меньше, чем  , например 2 . Другими словами, можно ли расщепить квант 

света на две равные (а может быть и неравные части) так, чтобы энергия каждой из час-

тей была бы меньше чем  , а в сумме получалась бы энергия исходного кванта. Можно 
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ли представить фотон как классический цуг электромагнитных волн, который легко мо-

жет быть сформирован с помощью высокочастотного генератора, ключа и антенны? 

 Простейший прибор, который делит цуг электромагнитных волн на части, это 

обычная светоделительная пластинка. При угле падения пучка света на пластинку в 45
0
 

происходит как раз деление цуга пополам. Насколько реально утверждение, что в таком 

эксперименте как раз и происходит расщепление фотона на две равные части? Такой 

опыт выполнялся многократно еще до возникновения квантовых представлений о свете. 

Однако эти классические опыты выполнялись со сравнительно интенсивными пучками 

света, содержащими огромное количество 

фотонов. За поведением отдельного фотона в 

них проследить оказывается невозможным. 

Поэтому рассмотрим снова опыт по расщеп-

лению классического цуга с помощью свето-

делительной пластинки, только со слабоин-

тенсивным пучком света. Схема такого экс-

перимента представлена на рис.1.10. Основ-

ная часть экспериментальной установки – это 

светоделительная пластина и два детектора 

1D  2D , измеряющие интенсивность попав-

шего в них излучения. Будем считать, что де-

ление пучка происходит ровно пополам, т.е. каждый из детекторов регистрирует интен-

сивность в два раза меньшую, чем интенсивность входного пучка. Начнем теперь 

уменьшать интенсивность падающего пучка. Сначала качественно картина меняться не 

будет, в обоих плечах светоделительной пластинки будут измеряться равные интенсив-

ности сигнала, постепенно убывающие по мере ослабления входного пучка. Однако, на-

чиная с некоторого значения входной интенсивности, мы заметим, что в некоторые мо-

менты времени детектор 1 сработал, в то время как детектор 2 – нет, в какие-то моменты 

времени, наоборот, детектор 2 зарегистрировал сигнал, в то время как детектор 1 – нет. 

По мере дальнейшего уменьшения интенсивности такие непарные срабатывания начи-

нают преобладать над случаями одновременного срабатывания детекторов, и, наконец, 

мы приходим к ситуации, когда в конкретный момент времени срабатывает только либо 

детектор 1, либо детектор 2. При этом величина сигнала, регистрируемая детектором 

при его срабатывании, остается постоянной и независящей от интенсивности падающего 

пучка. По мере уменьшения интенсивности детекторы срабатывают все реже, но каждый 

раз они регистрируют сигнал строго определенной величины. Эту ситуацию легко по-

нять, если предположить, что свет состоит из фотонов, и в слабоинтенсивных полях фо-

тоны летят поштучно, поэтому сигнал постоянной величины означает регистрацию од-

ного фотона, который оказывается нерасщепляемым. Он попадает целиком либо в один 

детектор, либо в другой. При этом ответить на вопрос, в какой из детекторов попадет 

фотон в следующий раз – принципиально невозможно. Кажется, что процесс носит слу-

чайный характер. Однако если подождать достаточно долго, так чтобы каждый из детек-

торов зарегистрировал много фотонов, то выявится статистическая закономерность: 

примерно в половине случаев срабатывал один детектор, в половине случаев – другой. 

Другими словами, можно говорить о вероятности процесса. С вероятностью 21w  фо-

 
Рис.1.10. Схема опыта по делению 

классического цуга волн. 
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тон «полетит» по пути «1», с вероятностью 21w  - по пути «2». При этом сам фотон 

остается нерасщепленным. Опыт свидетельствует в пользу того, что расщепить фотон 

невозможно, он действительно является некоторой минимальной порцией энергии элек-

тромагнитного излучения с данной частотой.  

 Насколько убедительным представляются наши рассуждения о нерасщепляемо-

сти фотона? Они весьма убедительны. Может наиболее убедительным доказательством 

нерасщепляемости фотонов является экспериментально наблюдаемый фотоэффект от 

излучения далеких звезд. Нетрудно оценить напряженность электрического поля волны, 

воздействующего на электроны в атоме или твердом теле, пришедшего от звезды уда-

ленной от нас на десятки и сотни тысяч световых лет. Поток энергии излучения, попа-

дающий в приемное окно фотодетектора оказывается ничтожно малым, однако в неко-

торый момент времени порция энергии в виде кванта   передается одному из электро-

нов фотоприемника, и электрон покидает поверхность фотокатода. Как энергия поля, 

распределенная по астрономически большому объему, успела сосредоточиться в нуж-

ном месте остается немного загадочным. Однако закон Эйнштейна действует, как будто 

источник излучения находился где-то рядом. Проблема скорее в другом: ждать момента 

времени, когда на поверхности неожиданно соберется порция энергии   придется, на-

верное, долго. И мы опять не можем точно сказать, когда это произойдет, а лишь оце-

нить вероятность наступления этого события.  

 Рассмотрим теперь другую серию экспериментов, которая также связана с про-

блемой расщепления фотона. Речь идет о классических дифракционных опытах, выпол-

ненных еще в начале XIX века. Рассмотрим простейший из них: дифракцию света на 

двух щелях. Схема такого опыта представлена на рис.1.11. Свет от монохроматического 

источника S падает на непрозрачный экран с двумя одинаковыми щелями, расстояние 

между которыми d2 . Интерференционная картина формируется на экране, удаленном 

на расстояние dL 2  от экрана со щелями. Будем считать, что размер каждой из щелей 

 
Рис.1.11. Дифракция электромагнитного излучения на двух щелях. 

Волновая и корпускулярная картины процесса. 
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мал по сравнению с длиной волны излучения  c2 . Тогда при одной открытой ще-

ли на экране будет некоторое плавное распределение интенсивности )(0 I , определяе-

мое амплитудой поля волны 

     
2

00 )()(  AI      (1.48) 

(  - угол наблюдения). При двух открытых щелях необходимо найти суммарную ампли-

туду поля. В рассматриваемых условиях значения амплитуд полей от каждого из источ-

ников равны по абсолютной величине, однако между ними есть фазовая задержка равная 




sin2d
c

. Поэтому для суммарной амплитуды запишем 
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Тогда для распределения интенсивности по углу   имеем: 

   










 sincos)(4)()( 2

0

2
d

c
IAI .    (1.50) 

Полученный результат давно и хорошо известен. Он представляет собой распределение 

интенсивности при интерференции волн от двух точечных источников. В частности, при 

0  наблюдается учетверение интенсивности, при выполнении условия  

     2


d
c

      (1.51) 

появляются направления, под которыми наблюдаемая интенсивность света равна нулю. 

Подчеркнем еще раз, что полученные результаты совершенно естественны и получены в 

рамках обычных классических волновых представлений. 

 С другой стороны все выглядит очень странно. Свет в пространстве распростра-

няется определенными порциями в виде фотонов, и мы только что убедились в нерасще-

пляемости фотона на части. Это значит, что каждый конкретный фотон проходит либо 

через одну щель, либо через другую. И тогда для него совершенно несущественно, от-

крыта ли другая щель. Но если так, интерференция исчезнет! Мы должны наблюдать на 

экране просто сложение интенсивностей от двух щелей 

     )(2)( 0

*  II .     (1.52) 

На рис.1.11 для наглядности эти кривые несколько разнесены по пространству. Выраже-

ние (1.52) получено на основе корпускулярных представлений, в их основе – недели-

мость фотона на части. Вопрос, какой из формул (1.50) или (1.52) пользоваться, конечно, 

должен быть решен экспериментальным путем. Казалось, это уже давно было сделано, и 

именно интерференционные опыты заставили отказаться от корпускулярных представ-

лений о свете, доминировавших в XVIII веке. И вот мы вернулись обратно. Однако, в 

дифракционных опытах, выполненных в XIX веке, интенсивность излучения была дос-

таточно большой, так что в каждый момент времени в пространстве между щелями на-

ходилось огромное количество фотонов, которые могли как-то взаимодействовать меж-

ду собой, обуславливая возникновение интерференции. Поэтому может быть выражение 
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(2.19) справедливо для больших интенсивностей излучения, а (1.52) – для малых, когда 

число фотонов, находящихся одновременно в пространстве между щелями, мало? На 

этот вопрос следует дать отрицательный ответ. Впервые опыт по наблюдению интерфе-

ренции в предельно слабоинтенсивных световых полях был выполнен Г. Тэйлором
25

 в 

1909 г. Он наблюдал дифракционную картину от иглы, освещаемой крайне слабым ис-

точником излучения. Время облучения достигало трех месяцев. Однако возникающая 

интерференционная картина была столь же четкой, как и от обычных источников излу-

чения.  

Подводя некоторый итог обсуждению всей совокупности опытных фактов можно 

утверждать, что возникающая в интерференционных экспериментах картина не зависит 

от интенсивности света и соответствует предсказаниям волной теории, основанной на 

представлении о поле, распространяющемся в пространстве. В то же время неоспоримо 

утверждение, что это поле состоит из отдельных порций, квантов света, которые не мо-

гут быть расщеплены на части и регистрируются как единое целое. 

Сформулируем теперь несколько правил, следование которым позволяет непро-

тиворечивым образом описывать опытные данные: 

1. Почти
26

 монохроматическое излучение распространяется в пространстве в 

виде некоторых волновых пакетов, которые принято называть фотонами. 

2. Распространение этих пакетов в пространстве определяется уравнениями 

Максвелла для напряженностей электрического E


 и магнитного H


 полей как функций 

пространственных координат и времени.  

3. В классической теории Максвелла мы привыкли интерпретировать величину 

   822 HE  как объемную плотность энергии электромагнитного поля. Это непра-

вильно. Эту величину следует связать с плотностью вероятности нахождения фотона 

в данной точке пространства. Если этот фотон будет обнаружен, то его энергия бу-

дет равна   вне зависимости от величины классической плотности энергии поля в 

этой области пространства. 

4. В случае, если фотонов в некоторой области пространства объемом V  мно-

го, то энергия фотона, помноженная на вероятность его нахождения в данной облас-

ти пространства даст величину энергии поля, как раз совпадающую с классическим 

значением   VHE  822 . То есть классическая трактовка величины    822 HE  

оказывается справедливой в достаточно сильных полях, содержащих большое число 

фотонов. 

Таким образом, мы пришли к выводу, что кванту света, фотону, присущи как 

волновые, так и корпускулярные свойства. Распространение фотонов в пространстве 

описывается волновым уравнением, однако это волновое уравнение описывает вероят-

ностное поле. При регистрации фотона в некоторой области пространства он возникает 

как единое целое. Если мы знаем волновое поле, соответствующее фотону, то мы можем 

предсказать вероятность обнаружения в эксперименте фотона в той или иной точке про-

странства, однако, достоверно узнать, где он будет обнаружен, мы не можем. 

                                                 
25

 G. I. Taylor (1886 - 1975) – английский физик и математик. Обсуждаемая в тексте работа была первой 

научной публикацией Г. Тэйлора. 
26

 Мы говорим здесь о почти монохроматическом излучении, поскольку строго монохроматическое излу-

чение представляет собой математическую абстракцию и не встречается в природе. 
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Гипотеза де Бройля. Корпускулярно-волновой дуализм. 

В 1924 году Л. де Бройль
27

 высказал предположение, что такой дуализм «волна – 

частица» присущ не только фотонам, но и всем другим микрообъектам – электронам и 

другим частицам. Движению частицы в пространстве соответствует некоторый волно-

вой процесс: частице с импульсом p


 соответствует волна (мы будем называть ее волной 

де Бройля) с волновым вектором k


 (длиной волны kD  2 ) и частотой  , причем 

связь этих величин с импульсом и энергией частицы определяется соотношениями: 

   kp




 ,    pphD  2 ,      E .    (1.53) 

Фактически гипотеза де Бройля обобщает соотношения «импульс – волновой вектор» и 

«энергия – частота», полученные ранее для фотона, на все другие объекты
28

. Выражения 

(1.53) считаются справедливым и в общерелятивистском случае, поэтому выражение для 

длины волны де Бройля можно переписать в виде 

     
 
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cvh
D

2
1

 ,     (1.54) 

где v  - скорость частицы. В нерелятивистском пределе (а в дальнейшем для нас, как 

правило, будет важен именно этот случай) имеем 

  
mv

h
D  .            (1.55) 

Оценим величину длины волны де Бройля для 

электрона с энергией в несколько электрон-

вольт (характерный масштаб энергий в атом-

ной физике). Мы получаем величину порядка 

ангстрема. Именно вследствие малости этой 

величины наблюдать экспериментально вол-

новые свойства электрона непросто. Харак-

терный размер пространственной структуры 

для наблюдения дифракции должен быть по-

рядка длины волны, т.е. тоже иметь масштаб в 

несколько ангстрем. Именно такой размер 

имеют расстояния между атомами в твердых 

телах. Поэтому монокристалл образует свое-

образную дифракционную решетку, которая 

может быть использована для обнаружения 

волновых свойств электронов. Такие опыты 

впервые были выполнены К.Девиссоном
29

 и Л.Джермером
30

 в 1927 году и доказали бле-

стящее совпадение гипотезы де Бройля с экспериментальными данными. Эксперимен-

                                                 
27

 L. De Broglie (1892 - 1987) - французский физик- теоретик, Нобелевская премия (1929). 
28

 Как мы увидим в дальнейшем, в соотношениях (1.53) основную смысловую нагрузку несет связь им-

пульса частицы с длиной волны. Частота волны де Бройля может быть введена неоднозначно. 
29

 C. Davisson (1881 - 1958) – американский физик, Нобелевская премия (1937) «За экспериментальное от-

крытие дифракции электронов на кристаллах». 

 
Рис.1.12. Схема опытов Дэвиссона – 

Джермера. 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B8%D1%84%D1%80%D0%B0%D0%BA%D1%86%D0%B8%D1%8F_%D1%8D%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BD%D0%BE%D0%B2
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тальная схема установки, использованная Девиссоном и Джермером для наблюдения 

дифракции электронов, приведена на рис.1.12. Пучок электронов, сформированный в 

электронной пушке (А) и ускоренный разностью потенциалов V  (эта величина состав-

ляла несколько десятков вольт) падал на кристалл никеля под некоторым углом  . Де-

тектор (С) измеряет интенсивность рассеянного пучка в зависимости от угла рассеяния и 

энергии ускоряемых электронов. Оказалось, что полученные данные очень похожи на 

те, которые получаются при дифракции рентгеновских лучей на монокристаллах. Как 

известно, положение максимумов в спектре отраженного от кристалла излучения может 

быть найдено из условия Вульфа-Брэгга 

     nd cos2 ,      (1.56) 

где d  - расстояние между плоскостями решетки,   - длина волны излучения, n  - номер 

соответствующего максимума. В случае электронного пучка под длиной волны следует 

понимать длину волны де Бройля, которую в рассматриваемом случае можно записать в 

виде 

    meVhD 2 .      (1.57) 

Подставляя (1.57) в (1.56), находим, что положение максимумов при рассеянии пучка 

электронов на кристалле должно удовлетворять соотношению 

    nAdV cos ,      (1.58) 

A  - некоторая константа, не зависящая от параметров пучка электронов и кристалличе-

ской решетки. Именно соотношение (1.58) было проверено экспериментально. Типичная 

зависимость интенсивности рассеянного пучка электронов от его энергии (угол рассея-

ния полагается неизменным) приведена на рис.1.13. Положение максимумов на кривой 

оказалось соответствующим выражению (1.58), т.е. пучок электронов действительно вел 

себя как волновое поле, характеризующееся длиной волны де Бройля. 

 Дифракция пучка электронов при прохождении через поликристаллическую 

структуру наблюдалась в 1927 – 1928 годах в экспериментах Дж. П. Томсона
31

 и П. С. 

Тартаковского
32

. Эти опыты также 

подтвердили справедливость соотно-

шения (1.57).  

 Несколько позже были прове-

дены и другие опыты, доказавшие на-

личие волновых свойств электронов и 

других более тяжелых частиц. Заме-

тим, однако, что наблюдать дифрак-

цию тяжелых частиц (например, ней-

тронов) гораздо сложнее, чем электро-

нов. Это связано с тем, что длина вол-

ны частицы убывает с увеличением ее 

                                                                                                                                                           
30

 L. Germer (1896 - 1971) – американский физик. 
31

 J. P. Tomson (1892 - 1975) – английский физик, сын Дж. Дж. Томсона, Нобелевская премия (1937) совме-

стно с. К.Девиссоном. 
32

 П. С. Тартаковский (1895 – 1940) – советский физик. 

 
Рис.1.13. Зависимость интенсивности рассеянного 

пучка от ускоряющего напряжения. 
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массы. Поэтому для наблюдения дифракции нейтронов на кристаллах необходимо их 

глубокое охлаждение до температур, не превышающих несколько десятков градусов 

Кельвина, так чтобы длина волны оказалась порядка размера между кристаллическими 

плоскостями. Проведенные рассуждения позволяют также понять, почему волновые 

свойства макрообъектов практически всегда ненаблюдаемы. 

 Хотя, упомянутые выше эксперименты и доказывают наличие волновых свойств 

электронов, остается гипотетическая возможность объяснить возникновение дифракци-

онной картины как результат коллективного движения большого числа электронов через 

некоторый объект. Поэтому было бы весьма важно наблюдать формирование дифракци-

онной картины от большого числа поочередно летящих электронов, так чтобы каждый 

из них пролетал через рассеивающий объект совершенно независимо от других. Такой 

эксперимент был поставлен Л. Биберманом
33

, Н. Сушкиным и В. Фабрикантом
34

 в 1949 

году. В этом эксперименте исследовалось рассеяние чрезвычайно малоинтенсивного 

пучка электронов с энергией 72 кэВ на кристалле окиси магния MgO. Вероятность того, 

что в измерительном приборе находятся сразу два электрона оценивалась как 5103~  . 

Каждый из электронов попадал на фотопластинку и вызывал почернение в некоторой 

случайной на первый взгляд точке. Однако по прошествии достаточно большого време-

ни на экране возникала интерференционная картинка, совершенно такая же как и от 

пучка электронов с высокой интенсивностью. 

 Итак, подведем некоторые итоги.  

Всем микрообъектам присущи как волновые, так и корпускулярные свойства. Их 

движение в пространстве должно описываться волновой теорией. Соответствующее 

волновое поле распределено в пространстве и, в соответствии с классической волновой 

теорией, в дифракционных опытах распространяется сразу через две (а может и не-

сколько) щелей. Однако при измерении микрочастица регистрируется в некоторой 

точке пространства, как единое целое со всеми присущими этой частице характери-

стиками (массой, зарядом, энергией и т.п.). Результат измерения носит вероятност-

ный характер, предсказать, где будет обнаружена частица с достоверностью едини-

ца, вообще говоря, невозможно. Можно говорить лишь о вероятности того или иного 

события и эта вероятность, в конечном счете, определяется волновым полем, которое 

описывает движение частицы в пространстве. Получается, что в интерференционных 

опытах частица, оставаясь неделимой или нерасщепляемой, способна проходить сразу 

через две (несколько) щелей.  

Выделенный курсивом текст представляет собой основу концепции корпускуляр-

но-волнового дуализма. 

 Отметим, правда, одно интересное обстоятельство. Хотя многочисленные экспе-

рименты показывают, что отдельным частицам (фотонам, электронам) присущи как кор-

пускулярные, так и волновые свойства, когда мы говорим об электромагнитном излуче-

нии, мы обычно говорим о волновом поле, которое при определенных условиях прояв-

ляет корпускулярные свойства. Наоборот, когда мы говорим об электронах, то обычно 

имеем в виду частицы, которым, бывает, присущи и волновые свойства. Для ансамбля 

частиц возникает некоторая асимметрия в описании. Причину ее возникновения мы об-

                                                 
33

 Л. М. Биберман (1915 – 1998) – советский и российский физик. 
34

 В. А. Фабрикант (1907 – 1991) – советский физик. 
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судим позже (см. Глава 10), когда будем говорить о связи спина (собственного механи-

ческого момента) со статистическим описанием ансамбля большого количества частиц. 

 Для лучшего понимания сути концепции корпускулярно-волнового дуализма 

вернемся снова к дифракционному опыту с двумя щелями, однако, вместо фотонов рас-

смотрим теперь прохождение через щели электронов. В случае, если открыта одна из 

щелей, на экране будут возникать плавные распределения, описывающее распределение 

электронов (Р1 или Р2 – см. рис.1.14). При открытых обеих щелях на экране возникнет 

интерференционная картина Р12. Попытаемся теперь узнать, не закрывая отверстия, че-

рез которое из них пролетел электрон. Для этого введем в систему дополнительную «из-

мерительную аппаратуру». Например, около каждой из щелей мы поставим по лампоч-

ке. Рассеивая излучаемый лампочкой свет (для его регистрации мы будем использовать 

расположенные рядом детекторы D1 и D2), электрон обнаружит свое местоположение, и 

мы точно узнаем, через какую из щелей он проскочил. Однако, оказывается, интерфе-

ренция исчезнет! На экране возникнет распределение Р=Р1+Р2, соответствующее ситуа-

ции, когда статистика набиралась при поочередно открытых щелях. Получается, что ко-

гда мы «смотрим» на электроны, они ведут себя иначе! Это можно понять: свет, рассеи-

ваясь на электронах, «толкает» их и тем самым искажает процесс. Поэтому будем убав-

лять интенсивность, чтобы уменьшить воздействие света на пролетающие электроны. 

Но здесь скажется квантовая природа излучения: начиная с определенного момента вре-

мени, мы заметим, что интенсивность отдельных световых вспышек, свидетельствую-

щих о пролете электрона, уже не меняется, но некоторые электроны проскакивают неза-

меченными. Они достигли экрана, но ни один из детекторов их не зарегистрировал. Это 

понятно: источник излучения стал настолько слаб, что в момент пролета электрона через 

систему щелей, в этой области пространства не оказалась ни одного фотона, который 

мог бы рассеяться на пролетающем мимо электроне.  

Кажется удивительным другое: именно в этот момент на экране начинает возни-

кать интерференционная картина. Незамеченные электроны характеризуются распреде-

лением Р12. Можно пойти другим путем: убавим импульс фотонов, возмущающих дви-

 
Рис.1.14. Дифракционный опыт с электронами (см. текст). 

 



 34 

жение электронов. Это просто осуществить, если использовать излучение более длинно-

волнового диапазона частот. И тогда толчки электронов будут слабее, степень влияния 

нашей «измерительной аппаратуры» будет мала. Однако и на этом пути нас ждет неуда-

ча. Мы знаем, что предельная разрешающая способность оптической аппаратуры со-

ставляет величину порядка длины волны  . Это значит, что как только длина волны ис-

пользуемого света окажется больше расстояния между щелями d  ( d ), зарегистри-

ровав электрон, мы не сможем сказать через какую из щелей он пролетел. И опять, 

именно в этот момент появится интерференционная картина. Получается, что надо вы-

бирать одно из двух: либо мы наблюдаем интерференционную картину, но тогда мы не 

знаем, через какую из щелей прошел тот или иной электрон, либо мы имеем эту инфор-

мацию, но тогда интерференционной картины не будет. 

 Покажем, что в этом последнем утверждении нет ничего таинственного. Воздей-

ствие на электрон рассеиваемого на нем фотоне действительно должно привести к замы-

ванию интерференционной картины. Действительно, длина волны рассеиваемого света 

  должна быть меньше расстояния между щелями, т.е. d . Тогда для импульса фото-

на имеем dp   22 . Этот импульс при рассеянии передается электрону и тол-

кает его вбок, т.е.  

     
d

pe




2
 .      (1.59) 

В результате электрон отклонится на угол  , равный 

     
ddpp

p D

ee

e 
 ~

2
~~


,    (1.60) 

где D  - длина волны де Бройля. Но полученная величина как раз соответствует значе-

нию угла, под которым виден первый минимум интерференционной картины. То есть 

картина действительно размоется. 

 На этом примере рассмотрим вопрос о роли «измерительного прибора» и проце-

дуры изменения в микромире. Мы, конечно, понимаем, что процедура измерения какой-

либо физической величины всегда требует ввода в рассматриваемую систему «измери-

тельного прибора», а сама процедура измерения как раз и происходит в результате взаи-

модействия исследуемого объекта с «измерительным прибором». Мы привыкли, и нам 

очень хочется считать, что это всегда возможно, что обратное воздействие измеритель-

ного прибора на исследуемый объект может быть сделано пренебрежимо малым. То есть 

физический процесс в отсутствие «измерительного прибора» и при его наличии развива-

ется одинаково. Но это не так. В микромире атомно-молекулярных масштабов таким об-

ратным влиянием «прибора» пренебречь нельзя. Появление в системе «измерительного 

прибора» меняет физическую систему и заставляет ее эволюционировать иначе, чем в 

отсутствие измерения.  

 В том, что существует такая разница между измерениями в микро- и макромире 

нет ничего удивительного. Рассмотрим, например, процедуру измерения скорости мик-

ро- и макрообъекта (например, электрона и авиалайнера) по эффекту Доплера – измене-

нию частоты рассеянного назад излучения. В принципе данные о скорости можно полу-

чить по анализу всего нескольких фотонов, попавших в детектор. Конечно, эти фотоны 

взаимодействуют с исследуемым объектом. Понятно, однако, изменение импульса авиа-

лайнера в результате такого взаимодействия ничтожно мало вне зависимости от частоты 
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используемого излучения. Что касается электрона, изменение его импульса будет суще-

ственным, особенно если использовать коротковолновое излучение, позволяющее одно-

временно определить пространственное положение электрона с высокой точностью. 

 Волновой пакет. Соотношения неопределенностей. 

 Итак, в соответствии с гипотезой де Бройля свободной частице с импульсом p  

можно поставить в соответствие волну (мы пока ограничимся одномерным случаем) 

      tkxiAtx  exp),( ,     (1.61) 

где волновой вектор и частота связаны с импульсом и энергией частицы соотношениями 

(1.53), A  - нормировочная постоянная. С учетом (1.53) выражение (1.61) можно перепи-

сать в виде 

     







 Etpx

i
Atx


exp),( .    (1.62) 

Здесь E  и p  - энергия и импульс частицы. А как записать энергию частицы, и какую 

энергию в (1.53) мы имеем в виду? Для нерелятивистского случая, казалось бы, имеем  

    mpE 22 ,       (1.63) 

для релятивистской частицы связь энергии и импульса имеет вид 

    4222 cmcpE  .      (1.64) 

Заметим, что выражение (1.64) не переходит в (1.63) даже в нерелятивистском пределе. 

Действительно, разлагая (1.64) в ряд по малому параметру mcp , получим 

      mpmcmcpmcE 21 2222  .   (1.65) 

То есть выражение (1.65) содержит по сравнению с (1.63) еще и энергию покоя. Надо ли 

учитывать энергию покоя при определении частоты волны де Бройля или не надо, зара-

нее не ясно. Оказывается, с физической точки зрения это не имеет существенного значе-

ния. Неоднозначность введения частоты волны де Бройля нигде не скажется на физиче-

ских результатах. 

 Плоская волна, которую мы связали со свободной частицей, занимает все беско-

нечное пространство и является нефизическим понятием. Однако из совокупности пло-

ских волн можно составить волновой пакет, составленный из плоских волн 

       


 dktkxiktx exp)(~

2

1
),( ,   (1.66) 

где )(~ k  - амплитуды плоских волн, образующих пакет. Будем считать, что функция k  

отлична от нуля в узком интервале значений волновых векторов kk 0 . Тогда разлагая 

зависимость )(k  в ряд вблизи 0kk    

   ...)()()()( 00 0
  kkdkdkk kk  

из (1.66) получим 
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.  (1.67) 

Считая, что в пределах ширины спектра k  амплитуды волн образующих пакет при-

мерно одинаковы, то есть )()(~
0kk  , из (1.67) получим 

    tkxki

kxt
dk

d

kxt
dk

d

kktx )(exp

sin

)(~1
),( 000 




































 .  (1.68) 

Из (1.68) видно, рассматриваемый нами пакет, составленный из плоских волн, образует 

пространственную структуру, перемещающуюся в пространстве со скоростью  

     dkdvg  .      (1.69) 

Эту скорость принято называть групповой скоростью. Как видно из (1.68), она описыва-

ет перемещение пакета, как целого, в пространстве. Кроме того, из выражения (1.68) 

следует, что величина  

     
00 )( kkvph       (1.70) 

есть фазовая скорость волны
35

. 

Учитывая, что  E , а kp  , как в релятивистском (1.64), так и в нерелятиви-

стском (1.63) случаях мы получаем 

    mpdpdEvg  .      (1.71) 

т.е. скорость частицы. Таким образом, пакет действительно перемещается в пространст-

ве со скоростью, равной скорости движения частицы. Можно даже представить себе, что 

частицы – это и есть локализованные волновые пакеты, перемещающиеся в пространст-

ве и во времени. 

Однако, различные спектральные компоненты пакета движутся с разными фазо-

выми скоростями. Например, если мы используем нерелятивистскую связь энергии и 

импульса (1.63), то для фазовой скорости получим 

    kkv ph ~ .      (1.72) 

Это означает, что пакет будет расплываться, и, в отличие от электромагнитных волн, для 

волн де Бройля вакуум является диспергирующей средой. Поэтому предположение о 

том, что частицы это сгустки волн де Бройля должно быть отвергнуто. 

 В 1926 году М.Борн
36

 предложил другую интерпретацию для волновой функции 

),( tr


 . Согласно Борну, величина квадрата модуля волновой функции 
2

),( tr


  пред-

ставляет собой плотность вероятности обнаружить частицу в точке с координатой r


 в 

момент времени t . Поэтому саму волновую функцию часто называют амплитудой веро-

                                                 
35

 О групповой и фазовой скоростях волнового пакета более подробно см. С.А. Ахманов, С.Н. Никитин 

«Физическая оптика»,  
36

 M. Born (1882 - 1970) - немецкий физик-теоретик, Нобелевская премия (1954) «За фундаментальные ис-

следования по квантовой механике, особенно за статистическую интерпретацию волновой функции». 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D1%82%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B0%D1%8F_%D0%B8%D0%BD%D1%82%D0%B5%D1%80%D0%BF%D1%80%D0%B5%D1%82%D0%B0%D1%86%D0%B8%D1%8F_%D0%B2%D0%BE%D0%BB%D0%BD%D0%BE%D0%B2%D0%BE%D0%B9_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D0%B8
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ятности. В таком случае расплывание волнового пакета означает, что с течением време-

ни область пространства, в которой может быть обнаружена частица, увеличивается. 

 Как уже отмечалось, пакет (1.66) представляет собой суперпозицию плоских 

волн, т.е. он характеризуется некоторой шириной спектра. Как видно из (1.68), размер 

области пространственной локализации пакета  

     ka 1 ,       (1.73) 

то есть тем меньше, чем шире его спектр в пространстве волновых векторов, и, наобо-

рот, малый интервал волновых векторов k  приводит к большой пространственной ши-

рине объекта. В общем случае соотношение (1.73) принято записывать в виде 

     1 xk x ,       (1.74) 

где индекс «x» указывает, что речь идет x – проекции волнового вектора. Умножая (1.74) 

на постоянную Планка, получим 

      xpx .      (1.75) 

Здесь величина xp  задает ширину пакета )(~ k  в пространстве волновых векторов, или, 

что то же самое, в импульсном пространстве, x  - размер области локализации частицы 

в координатном пространстве. Очевидно, величины x  и xp  можно понимать, как не-

определенности значений координаты и импульса частицы, состояние которой задается 

волновой функцией (1.66). В трехмерном случае аналогичные соотношения легко полу-

чить и для двух других проекций волнового вектора и координаты: 

     yp y ,    zpz .     (1.76) 

Мы приходим к важному выводу: координата частицы и ее импульс (речь идет о проек-

циях на одну и ту же ось) не могут быть заданы со сколь угодно высокой точностью. 

Точность их одновременного определения ограничивается соотношениями (1.75), (1.76).  

Из сказанного следует очень важный вывод. Постановка задачи о движении частицы в 

классической механике (по начальным значениям координаты и скорости (или импуль-

са) определить значения этих величин в любой наперед заданный момент времени) ока-

зывается невозможной с точки зрения квантовой теории. Соотношения неопределенно-

стей Гейзенберга не позволяют в принципе задать начальные условия так, как это дела-

ется в классической теории. Отсюда в частности следует, что у квантового микрообъекта 

не может быть траектории. Состояние такого микрообъекта описывается волновым по-

лем,   - функцией. Задание этого поля целиком и полностью описывает систему, вся 

информация, которую мы можем узнать о системе, содержится в ее волновой функции. 

Соотношения (1.75), (1.76) в квантовой теории были впервые сформулированы 

В.Гейзенбергом
37

 и носят названия соотношений неопределенностей для импульса и ко-

ординаты. Отметим, что эти соотношения не накладывают никаких ограничений на точ-

ность определения, скажем, x – проекции импульса и y – проекции координаты. 

                                                 
37

 W. Heisenberg (1901 - 1976), немецкий физик - теоретик, Нобелевская премия (1932) «За созда-

ние квантовой механики, применение которой привело, помимо прочего, к открытию аллотропических 

форм водорода». 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D1%82%D0%BE%D0%B2%D0%B0%D1%8F_%D0%BC%D0%B5%D1%85%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D0%BA%D0%B0
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BB%D0%BB%D0%BE%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BF%D0%B8%D1%8F
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%BE%D0%B4%D0%BE%D1%80%D0%BE%D0%B4
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 Аналогично соотношениям (1.75), (1.76) легко получить еще одно соотношение, 

устанавливающее связь между временной длительностью процесса   и шириной его 

частотного спектра 

     1~ .      (1.77) 

Умножая на  , получаем соотношение неопределенностей Гейзенберга для энергии – 

времени: 

     ~E .      (1.78) 

Физическая трактовка этого соотношения заключается в следующем. Если квантовая 

система живет некоторое время  , то энергия этой системы не может быть определена с 

точностью лучшей, чем позволяет соотношение неопределенностей 

      E .      (1.79) 

Здесь E  - точность определения энергии системы. Мы видим, что теоретически точно 

измерить энергию у системы можно лишь в том случае, если эта система живет беско-

нечно долго.  

 Фактически, соотношение неопределенностей энергия – время устанавливает 

принципиальные ограничения на точность экспериментальной проверки закона сохра-

нения энергии. Если в системе на некоторое время   появится дополнительная энергия 

E , но так, что выполнено соотношение (1.78), то говорить о нарушении закона сохра-

нения энергии нельзя, так как такое нарушение не может быть обнаружено ни в каких 

экспериментах в принципе.  

 В заключение отметим, что соотношения неопределенностей представляют собой 

фундамент квантовой теории. Использование этих соотношений часто позволяет качест-

венно анализировать различные физические ситуации, не прибегая к точному решению 

задачи.  

Задачи. 

1.1. Оценить число фотонов в единице объема для равновесного электромагнитного 

излучения с температурой а) 300 К, б) 3 К. 

1.2. Оценить количество квантов равновесного электромагнитного излучения с энер-

гией 10    эВ в единице объема при 300T  К. 

1.3. Оценить число квантов черного излучения в единице объема при температуре 

Т=1 эВ в диапазоне частот 1.00    эВ. 

1.4. Оценить поток энергии ультрафиолетового излучения от Солнца на поверхности 

Земли. Считать, что излучение Солнца имеет планковский спектр с температурой 

5700T  К. Радиус Солнца 10107 SR  см, радиус земной орбиты 13105.1 r  см. 

Поглощением излучения в атмосфере Земли пренебречь. 

1.5. Исходя из формулы Планка для распределения интенсивности по спектру равно-

весного излучения, получить закон смещения Вина (в шкале частот и длин волн).  

1.6. При какой температуре термодинамически равновесной водородной плазмы с 

плотностью 1  г/см
3
 давление электромагнитного излучения сравняется с газо-

кинетическим давлением?  

1.7. На металлическую поверхность (работа выхода 6.3A  эВ) воздействует элек-

тромагнитное поле ttEE 00 cos)cos1(   ( 0E  - напряженность электрического 
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поля волны). Найти энергию фотоэлектронов, если 15108.4   с
-1

, 15

0 104.6   

с
-1

. 

1.8. Оценить величину фототока с поверхности металла площадью 1S  см
2
 (работа 

выхода 4A  эВ) под действием излучения Солнца. Солнце считать планковским 

излучателем с температурой 5700T  К. Величина квантового выхода фотоэф-

фекта (вероятности вырывания электрона фотоном) 01.0 . 

1.9. При прохождении рентгеновского излучения через некоторое вещество было об-

наружено, что максимальная кинетическая энергия комптоновских электронов 

отдачи составила 44.0max E  МэВ. Определить длину волны рентгеновского из-

лучения. 

1.10. Определить частоту света рассеянного назад на неподвижном электроне в случа-

ях: а) 2

0 mc , б) 2

0 mc ; здесь 0  - частота падающего излучения. 

1.11. Определить длину волны рассеянного назад фотона ( 6.100   мкм) на релятиви-

стском электроне с энергией 20eE  ГэВ, движущемся ему навстречу. 

1.12. На какую кинетическую энергию должен быть рассчитан ускоритель протонов, 

чтобы исследовать структуры с пространственным размером 1l  фм 1310  см. 

1.13. В электронном микроскопе энергия пучка электронов 100eE  кэВ. Определить 

его предельно возможную разрешающую способность. 

1.14. Определить длины волн де Бройля для электронов и протонов с энергией 10  

МэВ. 

1.15. Исходя из соотношения неопределенностей, получить условие, при выполнении 

которого частица массы m  может удерживаться в прямоугольной сферически 

симметричной потенциальной яме радиуса R  и глубины 0V .  

1.16. Ширина линии усиления кристалла титаната сапфира ( SapphireTi : ) составляет 
14102   с

-1
. Оценить предельную длительность импульса генерации в лазере 

на кристалле SapphireTi : . 

1.17. Исходя из соотношения неопределенностей, оценить энергию нулевых колеба-

ний гармонического осциллятора. 

1.18. Исходя из соотношения неопределенностей, оценить энергию основного состоя-

ния атома водорода. 

1.19. Используя соотношение неопределенностей, оценить кинетическую энергию ну-

клона в атомном ядре.  

1.20. Исходя из соотношения неопределенностей, показать, что электрон не может 

удерживаться внутри атомного ядра. 

1.21. В мезонной теории ядерных сил предполагается, что взаимодействие между ну-

клонами осуществляется посредством испускания одним из нуклонов и после-

дующим поглощением вторым нуклоном частицы, переносчика взаимодействия, 

нейтрального или заряженного пиона (  ,0 ). Исходя из соотношения неопреде-

ленностей, оцените массу пиона. Радиус действия ядерных сил порядка 
13104.1 R  см. 
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Глава 2. Модели атомов. 

Атом Томсона. 

 Проследим теперь за развитием представлений о строении атома в начале XX ве-

ка. Исторически первой физической моделью атома явилась модель Томсона, предло-

женная им в 1903 году. В соответствии с этой моделью простейший атом (атом водоро-

да) представлял собой равномерно заряженный по объему шар, внутри которого нахо-

дился электрон. Поскольку атом в целом нейтрален, плотность положительного заряда 

0  связана с размером шара R  соотношением. 

     0

3

3

4
 Re .      (2.1) 

Здесь e  - заряд электрона. Очевидно, центральная точка шара определяет положение 

равновесия, при смещении электрона из этой точки появится возвращающая сила, стре-

мящаяся вернуть его обратно. Действительно движение электрона происходит под дей-

ствием силы, действующей на него в электрическом поле равномерно заряженного шара. 

Напряженность поля на расстоянии r


 от центра шара легко найти из теоремы Гаусса: 

     0

32

3

4
44  rrE ,    (2.2) 

откуда имеем 

     r
R

e
E


3

 .      (2.3) 

Тогда уравнение движения электрона запишем в виде 

     r
R

e
rm


3

2

 ,      (2.4) 

или  

     02

0  rr
  ,      (2.5) 

где 32

0 mRe  - круговая частота колебаний. Решение уравнения (2.5) есть гармо-

нические колебания с частотой 0 . Например, если в начальный момент времени элек-

трон смещен из центра (его координата 0r


) и имеет нулевую начальную скорость, реше-

ние уравнения (2.5) имеет вид 

     trtr 00 cos)( 


 .     (2.6) 

Именно такое представление об атоме, как о гармоническом осцилляторе и было зало-

жено в электронную теорию Лоренца. Оценим теперь частоту электронных колебаний. 

Полагая атомный радиус 
0

1 AR   (понимание, что атомы имеют размеры такого поряд-

ка, сложилось еще в XIX веке), получим 16

0 10~  с
-1

. Это значение частоты попадает в 

ультрафиолетовый диапазон частот и в качестве первого приближения удовлетвори-

тельно соответствует наблюдаемым атомным частотам. 
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 Рассмотренная модель не учитывает потери энергии на излучение, возникающие 

при ускоренном движении электрона. Потери энергии на излучение приводят к появле-

нию дополнительной силы – силы радиационного трения, которую надо включить в 

уравнение (2.4) или (2.5). Выражение для этой силы может быть записано в виде: 

     r
c

e
f r




3

2

3

2
 .      (2.7) 

Сила оказывается пропорциональна третьей производной от радиус-вектора.
1
 Предпо-

ложим, что сила радиационного трения мала по сравнению с возвращающей силой, дей-

ствующей на электрон
2
. Тогда решение (2.6) будет приближенно верным и можно заме-

нить третью производную, входящую в (2.7), на первую: rr  2

0 . В результате сила 

радиационного трения оказывается пропорциональна скорости движения и похожа на 

обычную силу вязкого трения: 

     r
c

e
f r




3

2

0

2

3

2 
 .     (2.8) 

С учетом (2.8) запишем уравнения движения электрона 

     02

0  rrr
  .     (2.9) 

Здесь 32

0

2 32 mce   - классическая постоянная затухания. При значении 16

0 10  с
-1

 

получаем 8106   с
-1

. Как видно, 0 , колебания будут затухать слабо, и наше 

представление силы радиационного трения в виде (2.8) оправдано. 

 Решение уравнения (2.9) для тех же начальных условий запишем в виде  

    2expsin
2

cos)( 0 tttrtr 






 
 





,    (2.10) 

где 422

0   . Заметим, что учет затухания приводит одновременно к сдвигу час-

тоты осциллятора, но этот эффект крайне мал. Относительное изменение частоты равно 

18 2

0

2

00   . Поэтому перепишем (2.10) в виде 

      ttrtr 00 cos2exp)( 


.     (2.11) 

Вычисляя энергию осциллятора как функцию времени, найдем  

    tE
rmrm

tE  exp
22

)( 0

22

0

2  
.    (2.12) 

Здесь 0E  - начальное значение энергии. Как видно, время  1  представляет собой 

время затухания энергии осциллятора, т.е. время жизни атома в возбужденном состоя-

                                                 
1
 Это крайне серьезная проблема, имеющая далеко идущие последствия. Для такого закона силы обычной 

постановки задачи в классической механике (заданы начальные значения координаты и скорости) оказы-

вается недостаточно. Уравнения движения оказываются уравнениями третьего порядка по времени, и, 

значит, необходимо задать и начальное значение ускорения.  
2
 Это утверждение, конечно, должно быть потом проверено. 
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нии. Эта величина составляет 910~   с, что неплохо согласуется с экспериментальными 

данными. 

 Таким образом, в рамках модели Томсона атомный электрон, будучи выведен из 

положения равновесия, совершает почти гармонические колебания, постепенно отдавая 

энергию на излучение, и возвращается в исходное положение равновесия. При этом за 

время излучения электрон успеет совершить порядка 10
6
 – 10

7
 колебаний. Это означает, 

что степень монохроматичности излучения весьма высока. 

 Заметим, что обобщение модели на случай многоэлектронных атомов возможно. 

Совокупность электронов располагается внутри шара. Соответствующие равновесные 

конфигурации могут быть рассчитаны в рамках классической механики. При этом эти 

электроны могут быть разделены на группы, обуславливающие периодичность свойств 

химических элементов. 

 Опыты Резерфорда. Планетарная модель атома. 

 Серьезный удар по модели атома Томсона нанесли результаты опытов по рассея-

нию   - частиц (по современным представлениям – ядер атома гелия) на тонких метал-

лических (золотых) фольгах. Эти опыты были проведены Э.Резерфордом
3
 с сотрудника-

ми. Суть этих опытов заключается в следующем. При прохождении через фольгу   - 

частицы испытывают рассеяние и отклоняются от своего первоначального движения. 

Оказалось, что большая часть   - частиц проходит через фольгу, отклоняясь на неболь-

шие углы, однако некоторое количество (примерно одна из десяти тысяч)   - частиц 

рассеивается на углы порядка 90
0
 и даже иногда вплоть до 180

0
. Объяснить такие ре-

зультаты в модели рассеяния на атоме Томсона даже с учетом многократного накопле-

ния отклонений на малые углы оказывается принципиально невозможным
4
. Единствен-

ным способом объяснить полученные данные является предположение о наличии внут-

ри атома области компактного расположения всего положительного заряда, т.е. предпо-

ложение о существовании атомного ядра.  

Рассмотрим теперь процесс рассеяния на атоме Томсона и определим максималь-

но возможный угол отклонения, на который может отклониться   - частица. Мы огра-

ничимся рассмотрением рассеяния на положительно заряженном остове атома, исклю-

чив из рассмотрения электроны. Их учет, очевидно, может лишь уменьшить величину 

угла рассеяния. Схема процесса рассеяния приведена на рис.2.1. Атомный остов имеет 

заряд Z и характеризуется размером R. Характерное значение энергии   - частицы 

5E  МэВ
5
. Частица, рассеивающаяся на ядре, характеризуется значением прицельно-

го параметра b. Мы ожидаем, что максимально возможный угол отклонения будет ма-

лым, поэтому траекторию движения   - частицы можно считать почти прямолинейной. 

Направим ось OX вдоль вектора начальной скорости   - частицы и попытаемся опреде-

                                                 
3
 E. Rutherford (1871 - 1937) – английский физик, Нобелевская премия по химии (1908) «За проведённые 

им исследования в области распада элементов в химии радиоактивных веществ». 
4
 Несколько позже при изучении рассеяния  - частиц в газах было убедительно показано, что отклонение 

на большой угол происходит в результате одного единственного столкновения. 
5
 Энергии подавляющего большинства частиц от  - радиоактивных источников лежат в диапазоне 4-6 

МэВ. 
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лить теперь импульс, который она приобретает в направлении, перпендикулярном сво-

ему движению: 

  













2322

2

)(

2
)(

btx

bdtZe
dttFp . 

    (2.13) 

Здесь F  - cила, действующая на   

- частицу в направлении, перпен-

дикулярном движению, множитель 

«2» - заряд   - частицы. Вводя 

скорость движения частицы вдоль 

траектории v , и переходя от ин-

тегрирования по времени к интег-

рированию вдоль траектории   - 

частицы, получим  
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
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vdxb
Zep .   (2.14) 

Мы учли также, что значение интеграла в последнем выражении равно единице. Угол 

отклонения определим как отношение импульса p  к начальному импульсу частицы: 

    


 
E

bZe

vm

p 22
.      (2.15) 

Здесь 22

  vmE  - кинетическая энергия   - частицы.  

 Мы получили интересный результат – угол рассеяния равен отношению потенци-

альной энергии взаимодействия   - частицы и атомного остова при их максимальном 

сближении (в нашем приближении прямолинейной траектории это прицельный пара-

метр) к кинетической энергии   - частицы. Полученное выражение справедливо для 

значений Rb  . Очевидно также, что случай Rb   будет соответствовать максималь-

ному углу отклонения. Проводя численную оценку именно для этого случая и полагая, 

что 79Z  (золото), а 810R  см, получим 4

max 104  . Это всего две сотых градуса. 

Получить большое значение угла рассеяния «мешает» слишком большой размер атомно-

го остова. Это единственный свободный параметр в нашей задаче. Поэтому, если мы хо-

тим понять результаты опытов Резерфорда, мы должны резко, почти на четыре порядка, 

уменьшить размер области локализации положительного заряда. То есть мы вынуждены 

предположить, что внутри атома существует ядро размером 12

0 10R  см, несущее весь 

положительный заряд. Поскольку размер атома составляет величину порядка ангстрема, 

следует предположить, что этот размер определяется атомными электронами, которые 

движутся в кулоновском поле ядра. Так мы приходим к планетарной модели атома, 

предложенной Э.Резерфордом в 1911 году. В случае простейшего атома (атома водоро-

да) электрон движется вокруг ядра по эллиптической (в частном случае – по круговой) 

траектории.  

 
Рис.2.1. Рассеяние  - частиц на атоме Томсона. 
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 Неудовлетворительность модели Резерфорда была очевидна с самого начала. 

Электрон, двигаясь по круговой (или эллиптической) орбите должен излучать электро-

магнитные волны, терять энергию и, в конечно счете, упасть на ядро. Атом оказывается 

нестабильным, живущим конечное время
6
. Однако экспериментальные факты надежно 

утверждают, что свободные атомы, не будучи подвергнуты какому-либо воздействию, 

абсолютно стабильны. Модель Резерфорда в этом смысле оказывается значительно хуже 

модели Томсона, в которой стабильность атома получается сама собой.  

Для того чтобы окончательно внести ясность в ситуацию, надо, конечно, оценить 

время жизни атома относительно падения электрона на ядро. Эту задачу можно решить 

аналогично уже рассмотренной нами задачи о затухании колебательного движения элек-

трона в атоме Томсона. Однако еще проще это сделать, исходя из энергетических сооб-

ражений. Используем для этого выражение для скорости потери энергии на излучение  

    
2

3

2

3

2
r

c

e

dt

dE  .     (2.16) 

Считая для простоты орбиту круговой, имеем rvr 2 , где v  и r  - скорость движения 

электрона по круговой орбите и ее радиус. Воспользовавшись уравнением движения  

     222 rermv  ,     (2.17) 

эти величины легко выразить через полную энергию электрона. Действительно, из (2.17) 

имеем 

    remvE 22 22  ,     (2.18) 

т.е. полная энергия частицы равна кинетической энергии с обратным знаком, или поло-

вине потенциальной энергии взаимодействия с ядром. С учетом (2.18) перепишем урав-

нение (2.16) в виде 

     4E
dt

dE
 ,      (2.19) 

где 
232

1

3

32

ecm
 . Интегрируя (2.19), найдем 
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.      (2.20) 

Здесь   - время падения электрона на ядро (полная энергия электрона при этом стремит-

ся к  ), 0E  - начальная энергия электрона. Из (2.20) получаем: 
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где 22 mcere   - классический радиус электрона. Как видно, время жизни атома сильно 

зависит от величины энергии начального состояния. Сильно возбужденные состояния  

(для них значение 0E  лишь немного меньше нуля) могут жить достаточно долго. Одна-

                                                 
6
 В отличие от модели Резерфорда в модели Томсона затухание колебаний приводит к возвращению атома 

в основное (невозбужденное) состояние. 
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ко, для энергии 100 E  эВ, что характерно для большинства невозбужденных атомов, 

из (2.21) находим 1010~   с. Собственно, эта оценка и не позволяет всерьез относиться 

к планетарной модели атома: электрон упадет на ядро слишком быстро. 

Атом Бора. 

 Решающий шаг на пути развития квантовых представлений о строении атома был 

сделан Н.Бором
7
 в 1913 году. Оставаясь в рамках планетарной модели, Бор предполо-

жил, что среди бесконечного множества орбит, удовлетворяющих классическим уравне-

ниям движения, разрешены только те, для которых выполнено условие квантования мо-

мента количества движения: проекция момента на ось, перпендикулярную плоскости 

орбиты, кратна постоянной Планка: 

    nLz  ,    ,....3,2,1n      (2.22) 

При этом, находясь на этих разрешенных орбитах электрон, не излучает вопреки зако-

нам классической механики. Излучение энергии происходит при переходе с орбиты на 

орбиту, причем энергия испускаемого кванта   есть разница энергий начального ко-

нечного атомных состояний.  

 Сделанные выше утверждения известны как постулаты Бора. Прежде чем исполь-

зовать их для расчета атомных состояний, обсудим вопрос, из каких предположений 

можно придти к постулату квантования момента количества движения. При обсуждении 

этой проблемы мы воспользуемся сформулированным Бором принципом соответствия, 

согласно которому результаты, полученные в рамках квантового подхода, в предельных 

случаях (большие квантовые числа, малая величина энергии излучаемого кванта по 

сравнению с энергией системы и т.п.) должны переходить в результаты классического 

рассмотрения. В дальнейшем для простоты ограничимся только случаем круговых ор-

бит. 

 Итак, запишем уравнения движения для электрона, обращающегося по круговой 

орбите вокруг ядра с зарядом Z: 

     
2

22

r

Ze

r

v
m  .      (2.23) 

Мы также знаем, что при движении в центрально-симметричном поле сохраняется мо-

мент количества движения. Для его z  - проекции (ось z  направим перпендикулярно 

плоскости орбиты) имеем: 

     constmvrLz  .     (2.24) 

Определим полную энергию электрона на орбите 

     
22

222 mv

r

Zemv
E  .    (2.25) 

Выразим теперь энергию электрона через орбитальный момент количества движения. Из 

(2.23) и (2.24) находим  

                                                 
7
 N. Bohr (1885 - 1962) – датский физик, Нобелевская премия (1922) «За заслуги в исследовании строения 

атомов и испускаемого ими излучения». 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D1%82%D0%BE%D0%BC
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     vZeLz

2 .      (2.26) 

Подставляя (2.26) в (2.25), получим 

     
2
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2 zL

emZ
E  .     (2.27) 

Тогда при переходе с орбиты на орбиту изменение энергии и изменение момента коли-

чества движения связаны соотношениями
8
: 

     z
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emZ
E 

3

42

 .     (2.28) 

Это изменение энергии связано с излучением кванта  . В случае высоких орбит, когда 

движение электрона должно быть почти классическим (принцип соответствия!), частота 

этого кванта должна быть равна круговой частоте обращения электрона по орбите 

rv , т.е. 

    
3

42

zL

emZ
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E   .     (2.29) 

Сопоставляя (2.28) и (2.29), получаем, что для высоких орбит в силу принципа соответ-

ствия должно быть выполнено  

     zL .      (2.30) 

Пусть это верно для любых орбит! Тогда, очевидно, получаем, что орбиты, по которым 

движется электрон, должны удовлетворять требованию 

     constnLz   ,      (2.31) 

где n  - любое целое число, не равное нулю, а значение константы лежит в интервале 

 ,0 . Случай отрицательных n  соответствует вращению электрона в противоположную 

сторону и фактически описывает одно и то же энергетическое состояние. Естественно 

положить, что 0const , и тогда мы получаем сформулированное выше правило кванто-

вания момента
9
. 

 Итак, мы имеем два уравнения – (2.22) и (2.23). Неизвестных величин тоже две – 

это радиус электронной орбиты и скорость движения по ней. Разрешая эти уравнения 

относительно r  и v , получаем 
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8
  Мы полагаем, что zz LL  . 

9
 Другая возможная альтернатива выбора константы, так чтобы момент пробегал дискретный набор значе-

ний, отстоящих на величину постоянной Планка, заключается в условии 2const . Мы не будем ана-

лизировать эту ситуацию, однако интересно, что уже в модели Бора проглядывают представления о полу-

целом моменте количества движения. 
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Здесь 922

0 1029.5  mea   см – боровский радиус, фактически это размер атома во-

дорода в основном состоянии ( 1n ). Соотношение (2.33) удобно переписать в виде 

    
n

Z

c

e
cvn
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2

 .       (2.34) 

Возникает еще одна комбинация фундаментальных констант, причем безразмерная, 

13712  ce  . Эта величина носит название постоянной тонкой структуры
10

. Эта по-

стоянная имеет фундаментальный физический смысл: она определяет электрический за-

ряд в некоторых естественных безразмерных единицах. А электрический заряд есть мера 

интенсивности электромагнитного взаимодействия. Малость величины   означает, что 

в некотором смысле электромагнитное взаимодействие является слабым. Этот факт ле-

жит в основе современной квантовой электродинамики, рассматривающей электромаг-

нитное взаимодействие объектов в рамках теории возмущений по малому параметру  . 

 Отметим также, что наши расчеты показывают, что атом является нерелятивист-

ской системой. При 1Z  скорость электрона на первой боровской орбите равна 1/137 

скорости света. Однако в тяжелых водородоподобных системах ситуация меняется. На-

пример, при 92Z  (водородоподобный ион урана) имеем 11 cv . Это значит, что ре-

лятивистское обобщение модели Бора представляет значительный интерес. 

 Воспользовавшись выражениями (2.25) и (2.33), определим разрешенные уровни 

энергии электрона в атоме 
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Обозначим 606.13
2 2

4




me
Ry  эВ. Фактически эта величина представляет собой потен-

циал ионизации атома водорода. 

 Определим теперь частоту излучения, испускаемого водородоподобным ионом 

при переходе электрона с орбиты n  на орбиту m : 
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Случай nm   соответствует поглощению кванта при переходе, наоборот, с более низкой 

на более высокую орбиту. Формула (2.36) известна как обобщенная формула Бальмера и 

описывает всю совокупность частот в спектрах водородоподобных систем. 

 Более подробно остановимся на сериальных закономерностях в спектре атома во-

дорода ( 1Z ). Отметим, что еще в 1885 году И.Бальмером
11

 было показано, что наблю-

даемые длины волн в видимой части спектра атома водорода (в то время было известно 

всего три таких линии, в настоящее время их число составляет несколько десятков) 

удовлетворяют соотношению 
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10

  Происхождение этого названия связано с так называемой тонкой структурой атомных спектров, кото-

рая будет обсуждаться позже. 
11

 J. Balmer (1825 - 1898) – швейцарский физик и математик. 
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Здесь R  - постоянная Ридберга
12

, ее численное значение, полученное экспериментально, 

109677R  см
-1

. Соотношение (3.37) определяет серию Бальмера в спектре водорода. 

Несколько позже (в 1906 году) Лайманом
13

 аналогичная серия (серия Лаймана) была об-

наружена в ультрафиолетовой части спектра 
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а в 1908 году Пашеном
14

 – в инфракрасной части спектра 

    









 22

1

3

11

n
R ,     ,...6,5,4n     (2.39) 

Модель Бора находится в прекрасном согласии с этими экспериментальными данными, 

действительно, (2.36) можно переписать в виде 
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причем теория предсказывает значение для постоянной Ридберга 

1097372  cRyRH   см
-1

, что лишь немного отличается от экспериментального зна-

чения
15

. Схема энергетических уровней атома водорода и соответствующих спектраль-

ных серий приведена на рис.2.2. Линии серии 

Лаймана принято обозначать буквой L  серии 

Бальмера – буквой H , номер линии в серии 

обозначают буквой греческого алфавита. На-

пример, на рис.2.2 обозначены четыре линии 

серии Лаймана  LLLL ,,,  и три линии серии 

Бальмера  HHH ,, . Первую линию любой 

серии принято называть головной. Например, 

L , H  - головные линии серий Лаймана и 

Бальмера соответственно. Две первых линии 

серии Пашена также представлены на рис.2.2.  

 Позже в инфракрасной, а затем и в ра-

диочастотной частях спектра были обнаруже-

ны и другие серии, описываемые обобщенной 

формулой Бальмера. В частности, переходы на 

уровень 4m  со всех более высоких 

,...7,6,5n  составляют серию Брэкета, 

на уровень 5m  - серию Пфунда ( ...8,7,6n ), 

на уровень 6m  - серию Хэмфри ( ...9,8,7n ), 

на уровень 7m  - серию Хансена - Стронга 

( ,...10,9,8n ). 

                                                 
12

 J. Rydberg (1854  - 1919) – шведский физик и математик. 
13

 T. Layman (1874 - 1954) – американский физик – экспериментатор. 
14

 F. Paschen (1865 - 1947) – немецкий физик – экспериментатор. 
15

 Причину этого отличия мы выясним при обсуждении изотопического сдвига атомных уровней. 

 
Рис.2.2. Спектр атомарного водорода. 
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Все эти серии носят имена ученых, впервые идентифицировавших соответствующие 

спектральные линии. Отметим, что продвижение в область все больших m  сильно за-

трудняет измерения
16

, в частности серия Хансена – Стронга была обнаружена только в 

50-х годах ХХ века. В настоящее время в астрофизической плазме наблюдают переходы 

между уровнями атомарного водорода с квантовыми числами, превышающими значения 

100, mn . Такие сильно возбужденные состояния атома называют ридберговскими со-

стояниями, их изучение представляет как прикладной, так и общефизический интерес. 

Последнее связано, в частности, с тем, что в согласно принципу соответствия Бора эти 

состояния почти классические
17

. Поэтому появляется экспериментальная возможность 

наблюдать за переходом от квантовомеханического описания атома к классическому. 

 Подводя итог сказанному, отметим, что модель Бора, будучи внутренне противо-

речивой и наполовину классической, наполовину квантовой, оказалась в прекрасном со-

гласии с экспериментальными данными по спектру атома водорода и водородоподобных 

систем. Это означает, что идея квантования момента количества движения правильно 

схватывает особенности квантовомеханического описания строения атома. 

 Отметим также, что обобщение модели Бора на случай эллиптических орбит бы-

ло выполнено А.Зоммерфельдом
18

 и носит название модели атома Бора – Зоммерфельда. 

Модель Бора – Зоммерфельда, существенно раздвигая возможности описания одноэлек-

тронных систем по сравнению с первоначальной моделью Бора, является, тем не менее, 

своеобразным тупиком в развитии квантовой теории. В рамках такого подхода оказыва-

ется невозможным прогресс в описании строения многоэлектронных атомов, их взаимо-

действия с внешними электромагнитными полями и друг с другом. В частности не мо-

жет быть решен вопрос о возникновении химической связи и образовании молекул. Бо-

лее того, само описание движения электрона по некоторым разрешенным орбитам про-

тиворечит нашим квантовым представлениям о том, что такие орбиты в принципе не мо-

гут существовать, поскольку в силу соотношения неопределенностей одновременно 

точные значения координаты и скорости электрона определены быть не могут. 

 Модель Бора и гипотеза де Бройля. 

 Обсудим теперь связь между постулатом квантования момента количества дви-

жения в атоме и волновыми свойствами электрона (гипотеза де Бройля). Для этого пере-

пишем квантовое условие Бора (2.22) в виде 
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или  

     nD rn  2 ,      (2.41) 

                                                 
16

 Одна из причин этого – быстрое уменьшение вероятности перехода с увеличением длины волны спек-

тральной линии. Причину этого мы будем обсуждать при изучении квантовой теории электромагнитных 

переходов. 
17

  Возможность перехода к классическому пределу при описании квантовой системы требует, конечно, 

гораздо более подробного рассмотрения. 
18

 A. Sommerfeld (1868 - 1951) – немецкий физик – теоретик. 
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то есть на длине орбиты укладывается целое число волн де Бройля. Условие (2.41) имеет 

понятный физический смысл. Фактически стационарные орбиты Бора соответствуют 

стоячим электронным волнам де Бройля в атоме. 

 Релятивистское обобщение модели Бора. 

 Выше мы уже обращали внимание на то, что в тяжелых водородоподобных сис-

темах ( 1Z ) электрон становится релятивистским, т.е. нашей модели уже недостаточ-

но. Рассмотрим теперь релятивистское обобщение модели Бора. Так же как и раньше, 

ограничимся случаем круговых орбит. Запишем релятивистское уравнение движения в 

виде 
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Поскольку на круговой орбите модуль вектора скорости остается постоянным, уравне-

ние (3.42) можно переписать в виде 
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Здесь  211 cv  - релятивистский фактор. Фактически уравнение движения (2.43) 

отличается от нерелятивистского случая (2.23) появлением множителя  .  

 Будем также считать, что квантовое условие Бора (2.22) верно и при релятивист-

ских скоростях. Тогда имеем: 

     nmvrLz  .     (2.44) 

Опять имеем два уравнения (2.43) и (2.44) для определения радиусов орбит и соответст-

вующим им скоростей движения. После несложных преобразований получаем 

    nZcvn  ,       (2.45) 
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n
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Отметим, в частности, что выражения для скорости движения по орбите, полученные в 

релятивистском и нерелятивистском случаях, совпадают. Найдем теперь энергию элек-

трона на орбите. Поскольку при движении в кулоновском поле 

      22222
2

2 11 cvmccvmc
r
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получим 

     22 1 nZmcEn  .     (2.48) 

Может быть, наиболее удивительным является то, что решение задачи существует не 

для любых Z . Как видно из (2.46) и (2.48) для основного состояния системы ( 1n ) по-

лученные выражения теряют смысл для сверхтяжелых ядер с зарядом больше некоторо-

го критического *Z : 

    1371*  ZZ .      (2.49) 
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При 137*  ZZ  полная энергия электрона (включая энергию покоя) обращается в 

ноль, а орбита имеет нулевой радиус. Для ядер с большим зарядом устойчивой орбиты, 

соответствующей случаю 1n , в рамках модели Бора найти нельзя. То есть модель Бора 

фактически предсказывает существование конца таблицы Менделеева. Интересно, что 

точно такой же ответ получается и в рамках релятивистской квантовой теории, бази-

рующейся на решении волнового уравнения Дирака
19

. Проверить сделанные предсказа-

ния напрямую вряд ли возможно, поскольку синтезировать ядра со столь большим зна-

чением Z  (необходимо еще электронную оболочку создать) в настоящее время пробле-

матично
20

. 

 Чуть более подробно остановимся теперь на случае небольших значений Z  и 

рассмотрим вопрос о релятивистских поправках к энергетическим уровням атома водо-

рода и водородоподобных ионов. Отметим, прежде всего, что в выражение (2.48) вклю-

чена также энергия покоя электрона, которую мы не учитывали в рамках нерелятивист-

ской теории. Поэтому для сравнения результатов и нахождения релятивистских попра-

вок перепишем выражение (2.48), исключив из него энергию покоя 
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Проводя в (2.50) разложение корня в ряд Тейлора, получаем 
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что, как нетрудно видеть, совпадает с выражением (2.35). Релятивистская поправка к 

энергии pE  получается при учете второго члена разложения корня в (2.50): 
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Например, для основного состояния атома водорода имеем 

   4242 108.1
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1  RymcE p  эВ.   (2.53) 

 

 Экспериментальное доказательство дискретной структуры атом-

ных уровней. Опыты Франка и Герца. 

В 1913 году Джеймсом Франком
21

 и Густавом Герцем
22

 был проведен экспери-

мент, доказавший наличие в атоме дискретных энергетических уровней. Опыт Франка и 

Герца состоял в следующем. К разрядной трубке, содержащей катод (К), анод (А) и сет-

ку (С), подавалось напряжение, как показано на рис.2.3 (ускоряющее напряжение между 

К и С KCV  и слабое тормозящее напряжение между С и А CAV ). Трубка заполнялась на-

                                                 
19

 P. A. M. Dirac (1902 - 1984) – английский физик – теоретик, Нобелевская премия (1933) «За открытие 

новых продуктивных форм атомной теории». 
20

 На самом деле при таких больших значениях Z необходимо учитывать неточечность атомного ядра, что 

приводит к еще большему увеличению критического заряда. 
21

 J. Franck (1882 - 1964) – немецкий физик, Нобелевская премия (1925) «За открытие законов соударения 

 электрона с атомом» (совместно с Г. Герцем). 
22

 G. Hertz (1887 - 1975) – немецкий физик, племянник Генриха Герца, Нобелевская премия (1925). 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BD
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сыщенными парами ртути. Электроны эмитировались с поверхности катода, ускорялись 

в пространстве между К и С, а затем попадали в тормозящее поле между С и А. В про-

цессе движения от катода к аноду электроны испытывают упругие и неупругие соударе-

ния с атомами ртути. При упругих соударениях атом ртути остается в основном состоя-

нии, при этом энергия электрона практически не меняется. В неупругом соударении эле- 

ктрон теряет энергию, атом переходит 

в возбужденное состояние. В экспе-

рименте измерялся анодный ток (ко-

личество электронов, пришедших на 

анод) в зависимости от величины на-

пряжения между К и С. Типичная 

вольт - амперная характеристика 

(ВАХ), получающаяся в таких экспе-

риментах, приведена на рис.2.4. Она  

характеризуется немонотонной зави-

симостью анодного тока от напряжения между катодом и сеткой, причем «расстояние» 

между максимумами (минимумами) тока составляет примерно 4.9 эВ. Физическая при-

чина этого заключается в следующем. Если энергия электрона, набранная в промежутке 

между катодом и сеткой, недостаточна для того, чтобы возбудить атом, он будет испы-

тывать только упругие столкновения и без труда пре-

одолеет тормозящее поле между сеткой и катодом 

(мы полагаем, что CAKC VV  ), внеся свой вклад в 

анодный ток. Если энергия электрона лишь немного 

превышает величину потерь на возбуждение, элек-

трон будет задержан тормозящим полем и вернется 

обратно на сетку, что приведет к уменьшению анод-

ного тока. В случае, если набираемая электроном 

энергия немного превышает величину, кратную ми-

нимально необходимой для возбуждения атома, на 

зависимости анодного тока от ускоряющего напря-

жения также возникают провалы. Эти провалы обу-

словлены тем, что электрон с некоторой вероятно-

стью может отдать энергию на возбуждение двух и 

более атомов ртути
23

. Таким образом, понять полу-

ченную ВАХ можно, если предположить, что минимальная порция энергии, которую 

электрон должен передать атому ртути при возбуждении, составляет 4.9 эВ, т.е. спектр 

состояний атома является действительно дискретным.  

 Изотопический сдвиг атомных уровней. 

 До сих пор при рассмотрении движения атомного электрона мы предполагали, 

что атомное ядро является бесконечно тяжелым. Это приближение является вполне оп-

                                                 
23

С увеличением ускоряющего напряжения немонотонная структура зависимости постепенно размывает-

ся, что связано с возможностью возбуждения вышележащих атомных состояний. 

 

Рис.2.3. Опыты Франка и Герца (схема установки). 

 
Рис.3.4. Зависимость анодного то-

ка от ускоряющего напряжения.  
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равданным, так как даже для самого легкого атома, атома водорода, ядро которого со-

стоит из единственного протона, выполнено условие 4104.518361 pmm  ( pm  - 

масса протона). Однако более строго, мы имеем задачу двух тел, и электрон и протон 

обращаются вокруг общего центра масс. Учесть конечность массы атомного ядра легко: 

для этого всюду в теории вместо массы электрона m  надо использовать приведенную 

массу )( MmmM  , где M  - масса атомного ядра. Тогда, учитывая, что 1Mm , 

выражение для энергии n -го стационарного состояния в водородоподобном ионе, запи-

шем в виде 














M

m

n

Z
Ry

n

Ze
En 1

2 2

2

2

2

2

4


.     (2.54) 

Поскольку масса ядер различных изотопов
24

 одного и того же химического элемента яв-

ляется различной, мы получаем, что положение энергетических уровней у различных 

изотопов также отличается друг от друга. Это смещение уровней носит название изото-

пического сдвига. Таким образом, мы показали, что одной из причин
25

 изотопического 

смещения уровней является конечная масса атомных ядер. 

Чуть подробнее остановимся на изотопическом сдвиге в водороде. Как известно, 

в природе существует три изотопа атомов водорода: собственно водород, тяжелый водо-

род (дейтерий) и сверхтяжелый водород (тритий). Ядро тяжелого изотопа (дейтрон) со-

стоит из протона и нейтрона, ядро сверхтяжелого изотопа (тритон) – из протона и двух 

нейтронов. Поэтому, например, выражения для потенциалов ионизации всех трех изото-

пов можно записать в виде: 

      MmRyI  1 ,     (2.55) 

где M  - масса каждого из ядер.  

 Как видно, учет конечной массы протона приводит к небольшому изменению по-

тенциала ионизации по сравнению с расчетами, выполненными в приближении беско-

нечно тяжелого ядра. Фактически во всех ранее написанных формулах величину массы 

электрона необходимо заменить на приведенную массу )1( Mmm  . В частности, 

изменяется и величина постоянной Ридберга, входящая в выражения (2.38), (2.39). Учет 

поправочного множителя  Mm1  приводит к точному совпадению теоретически рас-

считанного значения постоянной Ридберга с экспериментально измеренными: 

 RMmRH  1 . 

В первом приближении можно считать, что массы дейтрона и тритона превосхо-

дят массу протона соответственно в два и три раза. Поэтому для разницы потенциалов 

ионизации изотопов водорода и дейтерия имеем 

   Ry
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ppp

HD

4107.2
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







 ,  (2.56) 

                                                 
24

 Изотопами называются атомы одного и того же химического элемента, ядра которых содержат различ-

ное число нейтронов. 
25

 Существуют и другие причины возникновения изотопического сдвига, с которыми мы познакомимся 

позже. 
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Аналогично, для изотопа трития получим 

   Ry
m

m
Ry

m

m

m

m
RyII

ppp

HT

4106.3
3

2

3















 .  (2.57) 

Аналогично можно рассчитать и изменение длин волн спектральных линий. Очевидно, 

соответствующая величина будет достаточно малой, поэтому для селективного воздей-

ствия электромагнитного излучения на атомы только одного из изотопов (например, для 

его ионизации с целью последующего разделения изотопов) требуется излучение с вы-

сокой степенью монохроматичности. 

 Мюонный атом водорода. 

 Рассмотрим еще одну интересную водородоподобную систему – так называемый 

мюонный атом водорода. В этой системе вокруг протона (а может быть дейтрона, или 

тритона) вращается не электрон, а отрицательно заряженный мюон. Эта частица по сво-

им свойствам очень похожа на электрон, но тяжелее электрона в 207 раз: mm 207 . 

Кроме того, частица нестабильна, время ее жизни составляет 2.2  мкс. Это очень 

много, почти бесконечно много по масштабам атомного времени. Используя модель Бо-

ра для описания этой системы (в пренебрежении эффектами, связанными с конечной 

массой ядра), получим, что радиус первой орбиты в такой системе равен 

    11

0

22 105.2207 

  aema   см, 

а потенциал ионизации  

    8.22072 24   RyemI   кэВ. 

Учет движения атомного ядра приводит к некоторому изменению рассчитанного значе-

ния 

   5.2186207)1(   RyRyMmI  кэВ. 

Система оказывается очень компактной, и именно это обстоятельство вызывает к ней 

интерес. Мюонные атомы могут образовывать молекулы также как и обычные атомы. 

При этом расстояние между ядрами оказывается порядка размера орбит мюонов, обра-

зующих химические связи
26

. Поэтому, если характерное расстояние между атомами во-

дорода в обычной молекуле водорода составляет величину порядка ангстрема, то в мю-

онной молекуле это расстояние на два порядка меньше. Это делает мюонные молекулы 

водорода интересными с точки зрения проблемы ядерного синтеза. Оказывается, при 

расстоянии между дейтронами (или дейтроном и тритоном) достигаемом в мюонной мо-

лекуле реакция синтеза происходит с достаточно большой вероятностью, так что уже не 

требуется создание высокотемпературной плазмы. При этом сам мюон в реакции не уча-

ствует, выступая в роли своеобразного катализатора (отсюда название – мюонный ката-

лиз). Принципиальная возможность такого способа осуществления управляемой термо-

                                                 
26

 Строение простейших молекул мы будем обсуждать более подробно в конце курса. 
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ядерной реакции была продемонстрирована в экспериментах группы Л. Альвареца
27

 в 

1956 году.  

 Экситон Ванье – Мотта. 

 В данном разделе рассмотрим еще одну систему, которую на качественном уров-

не удобно описать в рамках модели Бора. Известно, что в полупроводниках перенос за-

рядов осуществляется свободными электронами (носители n  типа) и дырками (носители 

p  типа), являющимися положительно заряженными вакансиями в кристаллической ре-

шетке. В полупроводнике электрон и дырка могут объединяться в экситон – электриче-

ски нейтральное образование, аналогичное атому водорода (экситон Ванье
28

-Мотта
29

).  

 Размер этой системы и энергию можно определить в рамках боровской модели. 

Из уравнения движения 

    
2

22

r

e

r

v





       (2.58) 

и условия квантования момента количества движения 

    vr        (2.59) 

(  - приведенная масса системы электрон – дырка,   - диэлектрическая проницаемость 

полупроводника). Из (2.58) и (2.59) получаем 
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Для наиболее используемого в современной микроэлектронике полупроводника (крем-

ния) значение диэлектрической проницаемости 12 , а эффективные массы
30

 электро-

нов и дырок одинаковы mm 25.0 . Поэтому mm 125.02*  . Следовательно 

0100aaex   и 018.01068.8 4   RyIex  эВ. Как видно, экситон представляет собой сла-

босвязанную систему, что приводит тому, что он может наблюдаться лишь при доста-

точно низких температурах.  

 Отметим, размер экситона существенно превышает межатомное расстояние в ре-

шетке, что позволяет использовать макроскопический параметр – диэлектрическую про-

ницаемость. 

 

                                                 
27

  L. Alvarez (1911 - 1988) – американский физик – экспериментатор, Нобелевская премия (1968) «За от-

крытие множества резонансных состояний, ставшее возможным благодаря использованию водородных 

пузырьковых камер и анализу данных». 
28

 G. H. Wannier (1911 - 1983) – швейцарский физик. 
29

 N. F. Mott (1905 - 1996) – английский физик, Нобелевская премия (1977) «За фундаментальные теорети-

ческие исследования электронной структуры магнитных и неупорядоченных систем». 
30

 В твердых телах (кристаллах) движение электрона можно рассматривать как движение свободной час-

тицы обладающей некоторой  эффективной массой. 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%83%D0%B7%D1%8B%D1%80%D1%8C%D0%BA%D0%BE%D0%B2%D0%B0%D1%8F_%D0%BA%D0%B0%D0%BC%D0%B5%D1%80%D0%B0
http://ru.wikipedia.org/wiki/1905
http://ru.wikipedia.org/wiki/1996
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BD
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Задачи. 

2.1. Показать, что в пределе больших квантовых чисел ( 1n ) частота излучения на 

переходе 1 nn  совпадает с классической частотой обращения электрона по 

орбите. 

2.2. Считая движение электрона в атоме классическим, определить время падения 

электрона на ядро в водородоподобном ионе с зарядом Z . Радиус начальной ор-

биты Znar /2

00  . 

2.3. Последовательность длин волн линий в спектральной серии некоторого элемента 

определяется соотношением (серия Пикеринга
31

) 











 22

1

2

11

n
R

n

,   ,...4,5.3,3,5.2n  

Определить, что это за элемент, и переходам между какими уровнями соответст-

вует данная серия. 

2.4.  В рамках модели Бора определить радиусы орбит, уровни энергий и потенциал 

ионизации мюонного атома водорода (р + 
-
 ). 

2.5. В рамках модели Бора определить радиусы орбит, уровни энергий и потенциал 

ионизации атома позитрония (е
+
 + е

-
). 

2.6.  Воспользовавшись квантовым условием Бора, определить радиусы орбит и уров-

ни энергий в центрально-симметричном силовом поле rkF


 . Орбиты считать 

круговыми. 

2.7.  Электрон движется по круговой орбите в центрально-симметричном потенциале 

 22

0 exp)( rVrV  , 00 V . В рамках модели Бора найти условие, при выпол-

нении которого в яме существует хотя бы один уровень. 

2.8.  Квантование в макроскопической системе: Искусственный спутник массы 

100m  кг движется по круговой орбите на высоте 100H  км над поверхно-

стью Земли. В рамках модели Бора оценить номер квантового числа, соответст-

вующего движению по такой орбите. Определить изменение радиуса орбиты при 

изменении квантового числа на величину 1n . 

 

                                                 
31

 E. C. Pikering (1846 - 1919) – американский астроном, обнаруживший в 1896 году обсуждаемую серию в 

спектре звезды   Puppis. Первоначально эта серия была приписана водороду, который в звездах может 

находиться в некотором особом состоянии. 
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Глава 3. Основы формализма квантовой механики. 

Нестационарное уравнение Шредингера. 

 Выше мы уже отмечали, что модели Бора и Бора – Зоммерфельда, являющиеся 

полуклассическими по своей сути, не могут описать особенности динамики атомных 

электронов. Более того, эти модели, в основе которых лежит движение электронов по 

некоторым разрешенным орбитам, противоречат нашим представлениям о необходимо-

сти вероятностного описания процессов в микромире атомно-молекулярных масштабов 

(см. Глава 1). Наша задача теперь – формализовать описание движения микрочастиц (в 

дальнейшем для определенности мы будем говорить об электронах) в пространстве, рас-

смотренное нами ранее на качественном уровне. Мы уже говорили о том, что частицу 

следует описывать с помощью некоторого волнового поля, причем это поле связано с 

вероятностью обнаружения микрообъекта в той или иной области пространства. В част-

ности, частице с импульсом p  (мы рассматриваем одномерный случай) соответствует 

волна  

    )(exp)(exp),( tkxiEtpx
i

tx 










.   (3.1) 

Попробуем теперь угадать волновое уравнение, решением которого является плоская 

волна (3.1), причем связь   и k (дисперсионное соотношение) задается в виде: 

   mpE 22     или         
m

k

2

22
  .     (3.2) 

Дифференцируя один раз ),( tx  по времени и дважды – по пространственной координа-

те, получим 

   



i

t
,    



 2

2

2

k
x

.     (3.3) 

Сопоставляя теперь (3.3) с дисперсионным соотношением (3.2), мы понимаем, что иско-

мое уравнение будет уравнением первого порядка по времени и - второго по простран-

ственной координате. Действительно, умножая первое из соотношений (3.3) на i , по-

лучим 

    





t
i .       (3.4) 

Аналогично, домножим второе из соотношений (3.3) на m22 : 

    





m

k

xm 22

22

2

22 
.      (3.5) 

Сравнивая (3.4) и (3.5), получаем, что решение в виде плоской волны (3.1) с дисперси-

онным соотношением (3.2) удовлетворяет уравнению 
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2

22

2 xmt
i








 
 .      (3.6) 

Уравнение (3.6) было получено Э. Шредингером
1
 в 1926 году, носит его имя и описыва-

ет движение частицы в свободном пространстве. 

Обобщение на трехмерный случай делается элементарно. Выражение для волны 

де Бройля  запишем в виде 

    )(exp)(exp),( trkiEtrp
i

tr 














,   (3.7) 

причем 

     222
222

22
zyx kkk

mm

k






     (3.8) 

Здесь zyx kkk ,,  - проекции волнового вектора на соответствующие оси координат. 

Тогда, очевидно, нестационарное уравнение Шредингера имеет вид 

   









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Обобщим это уравнение на случай движения частицы в потенциальном поле ),( trV


. Для 

этого вспомним, что в правой части уравнения (3.9) фактически стоит кинетическая 

энергия частицы (см. выражение (3.2)). При наличии потенциального поля ее следует 

заменить на полную энергию, т.е. добавить в (3.9) потенциальный член 

   ),(),(
2

2
2

trtrV
mt

i


 



.     (3.10) 

Уравнение (3.10) есть нестационарное уравнение Шредингера, описывающее движение 

частицы в произвольном потенциальном поле
2
. 

 Как видно, уравнение Шредингера (3.10) является уравнением первого порядка 

по времени. Поэтому для его решения необходимо задать одно начальное условие, а 

именно, волновую функцию в некоторый начальный (например, нулевой) момент вре-

мени 

    )()0,( 0 rtr


 .      (3.11) 

Тогда, зная волновую функцию системы в начальный момент времени, проинтегрировав 

(3.10), мы сможем определить волновую функцию в любой наперед заданный момент 

времени. 

 Нестационарное уравнение Шредингера есть основное уравнение квантовой ме-

ханики и фактически приходит на смену классическим уравнениям Ньютона. Как мы 

уже отмечали, постановка задачи в классической механике (по начальным значениям 

координаты и скорости (или импульса) определить значения этих величин в любой на-

                                                 
1
 E. Schroedinger (1887 - 1961) – австрийский физик – теоретик, Нобелевская премия (1933), совместно c 

П.А.М.Дираком. 
2
 Во избежание недоразумения отметим, что проведенные рассуждения ни в коей мере не являются «вы-

водом» уравнения Шредингера, которое не может быть получено из каких-либо более общих физических 

законов. Это лишь некоторый способ «угадать» его.  
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перед заданный момент времени) невозможна в квантовой теории. Соотношения неоп-

ределенностей Гейзенберга не позволяют в принципе задать начальные условия так, как 

это делается в классической теории. Состояние микрообъекта в квантовой теории опи-

сывается волновым полем,   - функцией. Вся информация, которую мы можем узнать о 

системе, содержится в ее волновой функции. 

 Релятивистское волновое уравнение. 

 Прежде чем перейти к обсуждению важнейшего вопроса теории о физическом 

смысле волновой функции и о том, как по известной волновой функции определять из-

меряемые в экспериментах параметры микрообъекта, попытаемся получить («угадать») 

релятивистское волновое уравнение. Как известно, в релятивистской теории пространст-

венные координаты и время образуют единый четырехмерный вектор. Поэтому в реля-

тивистское волновое уравнение производные по времени и по пространственным коор-

динатам должны входить симметричным образом: например, уравнение может содер-

жать производные второго (или первого) порядка и по времени и по координате. 

 Для релятивистской частицы связь энергии и импульса задается соотношением 

    42222 cmcpE  .      (3.12) 

Поэтому дисперсионное соотношение )(k  для волны де Бройля записывается в виде 

    242222 cmck  .     (3.13) 

Теперь легко угадывается волновое уравнение, допускающее решение в виде плоской 

волны (3.1) с зависимостью )(k  в виде (3.13): 

    

















2

2

2

2

2

2

1



mc

xtc
.     (3.14) 

Полученное уравнение называется уравнением Клейна
3
 – Гордона

4
 и было получено ими 

в 1926 году. В частном случае, если масса частицы равна нулю (фотон), уравнение (3.14) 

превращается в «обычное» волновое уравнение, описывающее, например, электромаг-

нитное поле
5
. Мы не будем здесь обсуждать целый комплекс проблем, возникших с тол-

кованием смысла уравнения Клейна – Гордона в квантовой теории. Отметим только, что 

оказывается возможным написать еще одно релятивистское волновое уравнение, содер-

жащее только производные первого порядка по времени и по пространственной коорди-

нате, такое, что его решением является плоская волна де Бройля (3.1), а связь )(k  зада-

ется с помощью (3.13). Соответствующее уравнение было получено Дираком в 1928 го-

ду и носит его имя. 

 Волновая функция и ее физический смысл. 

 Какой физический смысл следует придать введенной нами волновой функции? 

Мы уже обсуждали это вопрос (см. Глава 1) и пришли к выводу, что это поле ),( tr


  оп-

                                                 
3
  O. Klein (1894 – 1977) – шведский физик – теоретик. 

4
 W. Gordon (1893 – 1939) – немецкий физик – теоретик. 

5
 Некоторое отличие есть и в этом случае: наше уравнение записано для одной скалярной функции, в тео-

рии электромагнитного поля аналогичное уравнение возникает для векторной функции, например, век-

торного потенциала. 
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ределяет вероятность обнаружить частицу в различных точках пространства в заданный 

момент времени. Точнее, квадрат модуля волновой функции 
2

),( tr


 есть плотность ве-

роятности обнаружить частицу в точке с координатой r


 в момент времени t : 

    
2

),(),( trtr


 .      (3.15) 

Естественно полагать, что где-то в пространстве частица достоверно существует. По-

этому волновая функция должна удовлетворять следующему условию нормировки 

    1),( 32


V

rdtr


.      (3.16) 

Здесь интеграл берется по области определения волновой функции, как правило, это все 

бесконечное пространство. Таким образом, состояния частицы должны описываться 

функциями с интегрируемым квадратом модуля. 

 Здесь нас ожидает «неприятность». Единственная волновая функция, которую мы 

уже знаем, это волна де Бройля, соответствующая частице с заданным значением им-

пульса. Поскольку для этой волны 

   1)(exp),(

2

2









 Etrp

i
tr






,     (3.17) 

то нормировочный интеграл, очевидно, расходится. С другой стороны, такая ситуация 

понятна. Если импульс известен точно (а для волны де Бройля это именно так), то из со-

отношения неопределенностей для неопределенности координаты получаем  

     xpx ~ ,      (3.18) 

т.е. частица делокализована по всему бесконечному пространству. Именно такое абсо-

лютно делокализованное состояние и задает плоская волна. Конечно, к реальному со-

стоянию частицы плоская волна прямого отношения не имеет. Это математическая абст-

ракция. Любой физический процесс происходит, может быть и в макроскопически 

большой, но ограниченной области пространства. Поэтому мы можем утверждать, что 

состояние частицы с точно определенным значением импульса принципиально невоз-

можно, а волновая функция вида (3.1) или (3.7) не описывает никакого состояния реаль-

ного физического объекта. С другой стороны, если волновой пакет достаточно широкий, 

т.е. его пространственной размер много больше длин волн де Бройля его образующих, 

приближение плоской волны часто оказывается очень удобным с математической точки 

зрения.  

Таким образом, помимо функций с интегрируемым квадратом модуля в кванто-

вой механике бывает удобно работать и с функциями, которые условию нормировки 

(3.16) не удовлетворяют. Рассмотрим вопрос о нормировке таких функций на примере 

состояния (3.1). Мы опять для простоты ограничимся одномерным случаем. Будем счи-

тать, что состояние в виде плоской волны  
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
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i
Axp


exp)(      (3.19) 
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( LA 1  - нормировочная константа, индекс « p » указывает, что это состояние с им-

пульсом p ) задано на отрезке  2,2 LLx  . Мы полагаем, что L  велико и в даль-

нейшем перейдем к пределу L . 

Рассмотрим значение следующего интеграла 
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2
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pp dxxxI       (3.20) 

Вычисление интеграла (3.20) дает  
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Здесь )'( ppk  . При 0k  в пределе L  получаем, что 0I , т.е. волновые 

функции состояний с различными значениями импульса становятся ортогональны друг 

другу. В случае 0k  получаем, что 1I  для любого конечного сколь угодно большо-

го значения L , т.е. условие нормировки (3.16) оказывается выполненным. Указанная 

процедура может быть использована при решении конкретных задач, однако не совсем 

удобна, так как в исходной функции (3.19) появился нормировочный размер L . Поэтому 

обычно поступают немного иначе. Пусть нормировочная константа 1A . Тогда вычис-

ление интеграла (3.21) в пределе L  дает 

  )'(2
2

2sin
lim)'(explim

2

2

pp
k

kL
dxxpp

i
I

L

L
LL









 





 


.   

Мы здесь использовали известные соотношения )(
)sin(

lim x
x

x





, axax )()(  . 

Отсюда возникает условие нормировки на   - функцию: 
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' ppdxxx pp 
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где  

    )exp(
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i
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В трехмерном случае аналогично получаем 
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причем  
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Условие нормировки на   - функцию используется в квантовой теории всякий раз, когда 

волновая функция не может быть нормирована согласно условию (3.16).  
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 Уравнение непрерывности. Вектор плотности тока вероятности. 

 Получим теперь одно очень важное свойство, которому удовлетворяют волновые 

функции, являющиеся решениями нестационарного уравнения Шредингера в произ-

вольном потенциальном поле. Запишем для этого еще раз уравнение Шредингера  
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а также уравнение, комплексно сопряженное ему: 
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Умножим (3.26) на ),(* tr


 , (4.27) – на ),( tr


 , а затем вычтем одно из другого. Полу-

чим: 
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или 
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Вспоминая, что ),(),(
2

trtr


  - плотность вероятности, перепишем (3.29) в виде 
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где введено обозначение 
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Уравнение типа (3.30) хорошо известно в различных областях физики, в частности, в 

электродинамике и является математическим выражением закона сохранения электриче-

ского заряда, причем   есть плотность электрического заряда, а j


 - плотность электри-

ческого тока. Уравнение (3.30) означает, что электрический заряд не исчезает и не появ-

ляется, а только перетекает из одной точки пространства в другую. Аналогичное урав-

нение в гидродинамике (  - плотность жидкости, j


 - поток массы) означает закон со-

хранения массы. Поэтому по аналогии естественно в квантовой теории величину j


 на-

звать вектором плотности тока вероятности. Полученное нами уравнение непрерывно-

сти (3.30) означает, что плотность вероятности в квантовой теории перетекает из одной 

пространственной точки в другую подобно заряду в электродинамике, или массе в гид-

родинамике.  

 Отметим, что полученные соотношения являются общими и не зависят от кон-

кретного вида потенциального поля, в котором движется частица. Для нас было важным 

только требование, чтобы потенциальная функция ),( trV


 была вещественной. Легко по-

казать, что введение в теорию комплексного потенциала может быть использовано для 

описания процесса рождения или гибели частицы, причем скорость рождения (гибели) 

будет определяться мнимой частью потенциала ),(Im trV


. 
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 Определение средних значений и дисперсии импульса и коорди-

наты частицы. 

 Итак, в квантовой механике волновая функция ),( tr


  определяет состояние сис-

темы. Однако сама волновая функция непосредственно не может быть измерена в экспе-

рименте. Вместо нее экспериментатор измеряет такие величины, как координата, им-

пульс, энергия, момент импульса и т.д. Как, зная волновую функцию системы, опреде-

лить значения этих и других физических величин? Мы знаем уже, что результат измере-

ния, вообще говоря, может оказаться различным. Поэтому фактически можно говорить о 

вычислении вероятности того или иного результата измерения, а также среднем значе-

нии физической величины в данном квантовом состоянии, описываемом функций 

),( tr


 .  

Начнем обсуждение вопроса о вычислении квантовомеханических средних с оп-

ределения среднего значения пространственной координаты частицы. В данном случае 

среднее значение можно определить исходя из вероятностного смысла волновой функ-

ции. Величина 

    rdtrtdW 32
),()(


       (3.32) 

есть вероятность обнаружить частицу в момент времени t  в элементе объема rd 3  вбли-

зи точки с координатой r


. Поэтому среднее по квантовому состоянию значение коорди-

наты частицы определяется по формуле  

     rdtrrtrrdtrrtr 3*32
),(),(),()(


.   (3.33) 

Здесь скобки  означают процедуру усреднения по квантовому состоянию системы. 

Выражение (3.33) легко расписать для каждой из проекций радиус-вектора zyx ,, . На-

пример, для x  - проекции имеем 

     rdtrxtrrdtrxtx 3*32
),(),(),()(


.   (3.34) 

Отметим, что речь идет о принципиально новом способе усреднения, не имеющем ана-

лога в классической теории. Действительно, в классической физике часто производится 

усреднение некоторой величины по времени. Еще один способ усреднения, типичный 

для задач с большим числом частиц, – вычисление среднего значения физической вели-

чины по ансамблю, например вычисление средней скорости движения молекул в газе. В 

нашем случае усреднение проводится по квантовому состоянию микрообъекта в фикси-

рованный момент времени. Важно отметить, что определить экспериментально это 

среднее по квантовому состоянию значение координаты не так просто. Действительно, 

мы уже говорили о том, что в микромире процедура измерения влияет на протекание 

изучаемого физического процесса. Поэтому после измерения волновая функция системы 

оказывается уже иной. Эта ситуация на примере измерения x – координаты частицы 

проиллюстрирована на рис.3.1. Сплошная кривая соответствует величине 
2

)(x  до из-

мерения. Пусть в результате измерения мы обнаружили частицу где-то вблизи точки с 

координатой 1x . Новая волновая функция системы оказывается локализована около этой  
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точки (штриховая кривая) и описы-

вает уже совсем другое состояние 

частицы, которое возникло после 

измерения. Поэтому, если мы хотим 

определить среднее значение коор-

динаты в заданном состоянии, мы 

должны позаботиться о том, что ка-

ждый раз снова приготавливать это 

состояние после очередного изме-

рения.  

На практике обычно подра-

зумевается, что имеется большое 

количество идентичных невзаимодействующих квантовых систем, например, сгусток из 

N  электронов
6
 ( 1N ). Тогда при измерении координат каждого из них мы получаем 

распределение значений, определяемое квадратом модуля волновой функции, а по этому 

распределению в соответствии с выражением (3.33) или (3.34) определим среднее значе-

ние координаты электронного сгустка. 

Аналогично тому, как это делается в теории вероятностей удобно ввести еще и 

дисперсию среднего значения координаты, характеризующую разброс измеряемых зна-

чений относительно среднего значения. Определим дисперсию следующим образом 

     22222
2 xxxxxxxxDx  .  (3.35) 

Здесь символом  всюду также обозначена интегральная операция типа (3.34). Напри-

мер: 

      rdtrxtrtx 32*2 ),(),()(


    (3.36) 

- среднее значение квадрата координаты частицы. Таким образом, для вычисления дис-

персии необходимо определить среднее от квадрата и квадрат от среднего, а затем вы-

честь одно из другого.  

 А как определять средние и дисперсии других физических величин, например, 

импульса? Прежде чем ответить на этот вопрос, вспомним, что мы уже знаем состояния, 

в которых импульс частицы точно определен. Это плоская волна де Бройля 

    









 px

i
xp


exp

2

1
)( .     (3.37) 

Рассмотрим теперь состояние, построенное в виде линейной суперпозиции состояний 

(3.37): 

     
i

pp xCx
ii

)()( .      (3.38) 

Какое значение импульса будет измерено в этом состоянии? Правильный ответ заключа-

ется в следующем, и это принципиально важно для дальнейшего понимания основ фор-

                                                 
6
 При этом принципиально важно, чтобы взаимодействие между электронами было пренебрежимо мало. 

 
Рис.3.1. К вопросу об измерении координаты частицы 
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мализма квантовой механики. Будет измерено одно из значений ip , соответствующее 

волновой функции, входящей в разложение (3.38), причем вероятность определения это-

го значения определяется величиной квадрата модуля 
2

1pC , поэтому саму величину 
ipC  

часто называют амплитудой вероятности. Для экспериментального определения этих 

вероятностей надо приготовить совокупность идентичных невзаимодействующих кван-

товых систем, тогда измерение импульсов для всех систем как раз и позволит опреде-

лить значения вероятностей 
2

1pC . 

В общем случае, поскольку величина измеряемого импульса «пробегает» непре-

рывный набор значений, вместо (3.38) следует записать интегральное представление: 

      dpCx pp)( .      (3.39) 

Повторим еще раз: данное представление волновой функции есть ее разложение по со-

стояниям с точно определенным значением импульса. При этом величина 
2

pC  есть 

плотность вероятности того, что при измерении у частицы будет обнаружено значение 

импульса, равное p , а dpC p

2

 есть вероятность измерить значение импульса в интерва-

ле от p  до dpp  . 

 С математической точки зрения представление (3.39) есть разложение функции 

)(x  в интеграл Фурье. Поэтому величина pC  может быть найдена с помощью обратно-

го преобразования Фурье: 

    










 dxxx

dx
px

i
xC pp )()(

2
exp)( *


.   (3.40) 

Теперь легко определить среднее значение импульса в состоянии, описываемом функци-

ей )(x . Поскольку 
2

pC  есть плотность вероятности импульсного распределения, то по 

аналогии с определением x  запишем 

    dpCpp p

2

 .      (3.41) 

Казалось, нам предстоит достаточно трудоемкая процедура. По волновой функции )(x  

надо определить pC , а уже затем вычислить интеграл (3.41). Однако, покажем, что про-

цедуру можно существенно упростить. Перепишем (3.41) в виде 

    )'(' *

' ppCCpdpdpp pp    ,    (3.42) 

а затем воспользуемся интегральным представлением для   - функции 

         










 dxxpp

i
pp )'(exp

2

1
)'(


.    (3.43) 

Подставляя (3.43) в (3.42) и, затем, меняя местами порядок интегрирования, получим 
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 



















  

2
exp

2

'
'exp*

'

dp
px

i
pC

dp
xp

i
Cdxp pp .  (3.44) 

Очевидно, что первый вложенный в (3.44) интеграл есть просто )(* x . Второй интеграл 

легко сводится к производной от волновой функции:  

    
x

i
dp

px
i

pC p














 

 2
exp .    (3.45) 

Поэтому окончательно для p  получаем  

    dxxpxp   ))(ˆ)((* ,     (3.46) 

где введено обозначение  

    xip  ˆ .       (3.47) 

Аналогично для дисперсии значения импульса можно записать 

    
22 ppDp  ,      (3.48) 

где квадрат среднего значения импульса определяется выражением 

   











 dxxpxdx

x
xdpCpp p )(ˆ)()( 2*

2

2
2*

2
22  .  (3.49) 

 Ниже выражения для средних, аналогичные (3.34), (3.46), будут получены и для 

других измеряемых физических величин. 

 Операторы. 

 Итак, полученные в предыдущем разделе выражения для средних значений коор-

динаты и импульса можно записать единым образом, если ввести операторы координаты 

x̂  и импульса xp̂ : 

    trxtrx ,),(ˆ


 ,       (3.50) 

   ),(),( tr
x

itrpx










 ,      (3.51) 

т.е. оператор x  - проекции координаты есть просто умножение на величину x , а опера-

тор импульса есть (с точностью до постоянного множителя i ) оператор дифференци-

рования по координате. Аналогичные соотношения можно записать и для двух других 

проекций. Поэтому в общем случае для оператора импульса можно записать 

    


ip̂ .        (3.52) 

А теперь сделаем важное обобщение. Каждой физической величине, введенной в клас-

сической механике, в квантовой механике ставится в соответствие оператор этой вели-

чины. При этом соотношение между величинами в классической механике в квантовой 

механике переносится на операторы. Например, оператор кинетической энергии есть  
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  2
2

2

2

2

2

2

222222
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ˆˆˆ

2

ˆˆ 


























mzyxmm

ppp

m

p
T

zyx 
,  (3.53) 

оператор потенциальной энергии ),(ˆ trV


 есть также оператор умножения на потенци-

альную функцию ),( trV
 7

: 

   ),(),(),(ˆ trtrVtrV


 .      

Важную роль в квантовой механике играет оператор полной энергии. Его также назы-

вают оператором Гамильтона или гамильтонианом 

   ),(
2

ˆˆˆ 2
2

trV
m

VTH


 .     (3.54) 

Введенный нами оператор Гамильтона позволяет записать нестационарное уравнение 

Шредингера (4.10) в более компактном виде 

    



H

t
i ˆ .       (3.55) 

Построим еще оператор момента количества движения. Поскольку в классической меха-

нике  prL


 , то для операторов имеем 

      riL



̂

.      (3.56) 

Распишем последнее определение отдельно для каждой 

из компонент: 

 

 

 

 .ˆ

,ˆ

,ˆ

xyyxiL

zxxziL

yzzyiL

z

y

x













        (3.57) 

Для нас будет важен еще оператор квадрата момента ко-

личества движения 

 2222 ˆˆˆˆ
zyx LLLL  .         (3.58) 

В ряде задач нам будет удобно использовать сфе-

рическую систему координат. Поэтому приведем выра-

жения для некоторых из введенных нами операторов в сферической системе координат. 

Напомним, что в этой системе вместо тройки чисел x,y,z, задающих декартовы коорди-

наты, используются модуль радиус-вектора r  и два угла   и   (см. рис.3.1). Здесь мы 

приведем выражения для оператора Лапласа 

 



 

22

2
2 11

r
r

rr
,  где    

2

2

2sin

1
sin

sin

1


























   

- угловая часть оператора Лапласа, а также для операторов z – проекции момента коли-

чества движения и квадрата момента количества движения 

                                                 
7
 Для того чтобы это увидеть, достаточно разложить потенциальную функцию ),( trV


 в ряд Тейлора и 

вспомнить свойства оператора координаты. 

 
Рис.3.2. Сферическая система 

координат. 
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    iLz
ˆ ,  22ˆ L . 

Теперь у нас есть универсальный рецепт вычисления средних значений. Если не-

которой физической величине A  поставлен в соответствие оператор Â , то среднее зна-

чение физической величины A  в некотором квантовом состоянии, описываемом функ-

цией ),( tr


 , можно определить по формуле 

      rdtrAtrtA 3* ),(ˆ),()(


,    (3.59) 

Дисперсию величины A , характеризующую разброс результатов возможных измерений 

относительно среднего значения, можно вычислить как 

    
22 AADA  .      (3.60) 

Все операторы, введенные нами, являются линейными операторами, действующими в 

пространстве функций с интегрируемым квадратом 2L . Напомним, что свойство линей-

ности означает, что 

   22112211
ˆˆ)(ˆ  AcAcccA ,     (3.61) 

где 1c  и 2c  - некоторые числа, а 1  и 2  - функции, принадлежащие 2L . 

 Можно ли найти состояния  , в которых некоторая физическая величина A  при-

нимает точно определенное значение? Да, можно. Оказывается, что для этого необходи-

мо, чтобы волновая функция   была собственной функцией оператора Â , т.е.  

     aa aA ˆ ,      (3.62) 

где a  - собственное значение, соответствующее функции a . Действительно, опреде-

лим среднее значение 

      adadAA aaaa

** ˆ ,    (3.63) 

т.е. среднее значение величины совпадает с собственным значением оператора. По-

скольку в рассматриваемом случае 22 aA  , то дисперсия величины A  в собственном 

состоянии оказывается равна нулю, т.е. физическая величина имеет точно определенное 

значение, равное собственному значению оператора Â . 

 Собственные значения всех операторов физических величин должны принимать 

только действительные значения. Можно показать, что из этого требования следует 

свойство эрмитовости операторов физических величин (более подробно - см. Приложе-

ние 1). Неэрмитовы операторы тоже используются в квантовой механике, однако таким 

операторам не могут быть поставлены в соответствие измеряемые физические величи-

ны. 

 Таким образом, в квантовой теории важное значение приобретает задача на соб-

ственные значения и собственные функции операторов различных физических величин. 

Набор собственных значений образует спектр оператора, который может быть как дис-

кретным, так и непрерывным. Соответствующий набор собственных функций образует 
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полную систему, то есть произвольное состояние системы   может быть представлено 

в виде разложения в ряд по собственным функциям какого-либо оператора Â  

      
n

nnC ,      (3.64) 

причем это разложение однозначно и единственно. Набор функций  n  всегда может 

быть выбран ортонормированным: 

    mnnm d* ,   где  













.,1

,,0

nm

nm

mn     (3.65) 

В (3.65) интегрирование ведется по всей области определения волновой функции систе-

мы. Разложение (3.64) и условие ортонормированности (3.65) записаны для случая опе-

ратора Â  с дискретным спектром. В случае непрерывного спектра следует записать 

       daC aa ,      (3.66) 

       )'('

* aadaa .    (4.67) 

 Прежде чем рассмотреть несколько конкретных примеров задач на собственные 

значения и собственные функции для операторов физических величин, остановимся еще 

на физическом смысле разложения (3.64). Величина 
2

nn Cw   есть вероятность того, 

что при измерении физической величины, соответствующей оператору Â , будет изме-

рено значение nA , соответствующее собственной функции n . Аналогично, если речь 

идет о физической величине, спектр оператора которой является непрерывным, величи-

ну daCdw a

2
  следует трактовать, как вероятность при измерении величины A , обна-

ружить ее значение в интервале  daaa , .  

Сами коэффициенты разложения nC  или aC  (их часто называют амплитудами 

вероятности) легко определить по известной волновой функции. Умножая (3.64) на *

m  

и интегрируя по всей области определения функции с учетом (3.65) найдем 

     dC nn

* .      (3.68) 

Аналогично в случае непрерывного спектра имеем 

      dC aa

* .      (3.69) 

 Собственные значения и собственные функции оператора им-

пульса. 

 Рассмотрим задачу 

    ppx pp ˆ .       (3.70) 
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Здесь индекс « p » указывает на принадлежность функции p  собственному значению 

равному p . Используя явное выражение для x  - проекции оператора импульса (3.51), 

получим 

    







 px

i
p


exp ,      (3.71) 

т.е. плоскую волну де Бройля. Таким образом, собственное состояние оператора им-

пульса есть волна де Бройля. В этом нет ничего удивительного – в соответствии с гипо-

тезой де Бройля (а мы использовали эту гипотезу для определения оператора импульса) 

волна (3.71) и есть состояние с точно определенным значением импульса. Отметим, что 

оператор импульса есть пример оператора с непрерывным спектром, а условие норми-

ровки (3.22) тождественно условию (3.67).  

 Собственные значения и собственные функции оператора z- про-

екции момента количества движения. 

 Рассмотрим еще одну задачу: 

    
zz LzLz LL ˆ ,      (3.72) 

или в сферической системе координат  

    
zz LzL Li   .     (3.73) 

Интегрируя (4.73), находим 

    







 zL L

i
z 

exp .      (3.74) 

Все выглядит очень похожим на решение задачи на собственные значения и собствен-

ные функции для оператора импульса. Однако есть одно существенное отличие. В рас-

сматриваемом нами сейчас случае существует дополнительное условие – условие пе-

риодичности волновой функции, как функции полярного угла. Действительно при изме-

нении угла   на 2  волновая функция не должна измениться, то есть  

    )2()( 
zz LL .     (3.75) 

Из (3.75) находим 

    12exp 







zL

i


.      (3.76) 

Очевидно, равенство (3.76) справедливо при строго определенных значениях zL  

    mLz  ,       ,...2,1,0 m      (3.77) 

Мы получили, что оператор z  - проекции момента количества движения имеет чисто 

дискретный спектр, возможные значения zL  оказываются кратными постоянной Планка, 

а квантовое число m  (его называют магнитным квантовым числом) как раз и определяет 

величину проекции момента. Теперь, с учетом условия нормировки, мы можем записать 

нормированные собственные функции оператора zL̂ : 

     


 imm exp
2

1
,       ,...2,1,0 m    (3.78) 
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 Стационарное уравнение Шредингера. 

 Рассмотрим теперь задачу на собственные значения и собственные функции опе-

ратора Гамильтона (мы полагаем, что потенциальное поле является стационарным): 

     EĤ ,       (3.79) 

или 

     ErV
m

)(
2

2
2 

.     (3.80) 

Эта задача оказывается самой важной среди задач на собственные значения и собствен-

ные функции операторов физических величин и имеет отдельное название – стационар-

ное уравнение Шредингера. Эта задача чрезвычайно разнообразна: в зависимости от 

конкретного вида потенциала, входящего в гамильтониан, спектр может дискретным 

или непрерывным, может быть и так, что есть и дискретные уровни энергии, и контину-

ум одновременно. Структура энергетического спектра также может быть чрезвычайно 

различной. Ниже мы познакомимся с решениями задачи (3.79) для ряда квантовых сис-

тем. 

 Знание набора собственных состояний оператора Гамильтона оказывается ис-

ключительно полезным для решения нестационарного уравнения  

    



H

t
i ˆ .       (3.81) 

Пусть, в начальный (нулевой) момент времени система находится в некотором состоя-

нии :)(r


  

    )()0,( rtr


 .      (3.82) 

Будем искать решение временной задачи (3.81) в виде разложения в ряд по собственным 

функциям  )(rn


  оператора Гамильтона

8
: 

     
n

nnn tTrCtr )()(),(


.     (3.83) 

Здесь nC  - некоторые постоянные коэффициенты разложения. Подставляя разложение 

(3.83) в уравнение (3.81), получим: 

     









n

nnn
n

n TH
dt

dT
iC 0ˆ ,     (3.84) 

Учитывая теперь, что n  есть собственное состояние оператора Гамильтона с собствен-

ным значением nE , перепишем (3.84) в виде 

     









n

nnn
n

n rTE
dt

dT
iC 0)(


 .    (3.85) 

Очевидно, это равенство возможно, если выражение, стоящее в скобках равно нулю. То-

гда получаем 

                                                 
8
 Такое разложение всегда возможно и является единственным вследствие полноты указанного набора. 
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    







 tE

i
tTtT nnn


exp)0()( .    (3.86) 

Коэффициенты разложения nC  определим по волновой функции начального состояния. 

Для нулевого момента времени из (3.83) имеем 

     
n

nn rCr )()(


,      (3.87) 

откуда находим 

      rdrrC nn

3* )()(


,          (3.88) 

причем 1)0( tTn . Поэтому в окончательном виде решение нестационарного уравне-

ния (3.81) с начальным условием (3.82) записывается в виде 

     









n

nnn tE
i

rCtr



exp)(),( .    (3.89) 

Таким образом, знание базиса собственных функций оператора Гамильтона действи-

тельно легко позволяет получить аналитическое решение начальной задачи. 

 Рассмотрим теперь важный частный случай. Пусть в начальный момент времени 

система находится в одном из собственных состояний гамильтониана n . Тогда, оче-

видно, общее решение нестационарного уравнения (3.81) запишется в виде 

    







 tE

i
rtr nn




exp)(),( .    (3.90) 

Выражение (3.90) описывает эволюцию собственного состояния оператора Гамильтона 

во времени. Отметим, что в рассматриваемом случае 
22

)(),(),( rtrtr n


  и не за-

висит от времени. Поэтому собственные состояния оператора Гамильтона называют 

стационарными состояниями. В таких состояниях плотность вероятности обнаружить 

частицу в различных точках пространства не меняется со временем. Не меняются во 

времени и средние значения физических величин, рассчитанные по (3.59)
9
.  В дальней-

шем, работая с функциями )(rn


 , будем помнить, что это пространственные части вол-

новых функций стационарных состояний системы. Полные волновые функции стацио-

нарных состояний содержат еще и временную часть и определяются с помощью (3.90). 

 Коммутатор. 
 Выше уже обсуждалось, что физическая величина имеет точно определенное зна-

чение, если соответствующее состояние является собственным состоянием оператора 

этой физической величины. Может ли так быть, чтобы сразу две физических величины 

могут быть измерены точно в одном и том же состоянии? 

Прежде чем ответить на этот вопрос, введем новое понятие коммутатора двух 

операторов Â  и B̂ . Определим коммутатор  BA ˆ,ˆ  следующим образом  

      ABBABA ˆˆˆˆˆ,ˆ  .      (3.91) 

                                                 
9
 При этом конечно мы полагаем, что оператор физической величины Â  не зависит от времени. 
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Если коммутатор  BA ˆ,ˆ  равен нулю, то говорят, что операторы коммутируют. В против-

ном случае операторы некоммутативны. 

 Рассмотрим несколько примеров. Займемся вычислением коммутатора операто-

ров x  - проекций импульса и координаты  xpx ˆ,ˆ . Для этого подействуем коммутатором 

(это новый оператор, действующий в пространстве 2L ) на некоторую волновую функ-

цию ),,( zyx . Получим: 

     ),,()(),,(ˆ,ˆ zyxix
xx

xizyxpx x 

















  .  (3.92) 

В результате имеем   ipx x ˆ,ˆ , т.е. операторы не коммутируют. С другой стороны, по-

скольку x , y  и z  - независимые переменные, легко показать, что коммутатор операто-

ров различных проекции импульса и координаты равен нулю. Например,   0ˆ,ˆ ypx  и 

т.п. 

 Сформулируем теперь важную теорему (без доказательства). Два оператора 

имеют совпадающие наборы собственных функций в том и только том случае, если они 

коммутируют. Это означает, что если коммутатор двух операторов отличен от нуля, то 

физические величины, им соответствующие, не могут быть точно измерены одновре-

менно. И, наоборот, если коммутатор равен нулю, можно найти общие собственные 

функции двух операторов, а, следовательно, существуют состояния, в которых две фи-

зических величины могут быть измерены точно одновременно. Например, как мы уже 

видели, операторы одной и той же проекции импульса и координаты не коммутируют 

между собой. Это означает, что не существует таких состояний, в которых соответст-

вующие величины заданы точно одновременно. Это утверждение нам знакомо. Ранее мы 

его получили из соотношения неопределенностей. С другой стороны, можно найти такие 

состояния, в которых, например, x  - проекция импульса и y  - координата могут быть 

определены точно. 

Для нас сейчас важно, что правила коммутации операторов позволяют безоши-

бочно предсказывать результат, даже когда собственные функции операторов неизвест-

ны. В качестве еще одного примера использования сформулированной теоремы рас-

смотрим серию коммутаторов различных компонент проекций момента количества дви-

жения
10

.  

    zyx LiLL ˆˆ,ˆ  ,    xzy LiLL ˆˆ,ˆ  ,    yxz LiLL ˆˆ,ˆ  .   (3.93) 

То есть все три проекции момента количества движения попарно не коммутируют меж-

ду собой. С другой стороны, можно показать, что квадрат момента количества движения 

коммутирует с каждой из проекций: 

      0ˆ,ˆ2 iLL , где zyxi ,,      (3.94) 

Правила коммутации (3.93), (3.94) в значительной мере определяют специфические чер-

ты момента количества движения в квантовой механике. Мы можем найти состояния с 

точно определенными значениями квадрата момента и одной из его проекций (напри-

                                                 
10

  Соответствующие коммутаторы легко вычисляются в декартовой системе координат. 
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мер, на ось z ). Две другие проекции момента оказываются в таком состоянии точно не 

определены, и мы можем говорить лишь о вероятности измерения того или иного значе-

ния этих проекций. 

Многочастичная квантовая система. 

До сих пор мы рассматривали движение одной частицы в произвольном потенци-

альном поле. Остановимся теперь на некоторых особенностях многочастичных кванто-

вых систем. Мы ограничимся случаем двухчастичной квантовой системы, поскольку 

обобщение на случай многих частиц делается элементарно. 

Введем волновую функцию системы из двух частиц  21,rr


 , находящихся в не-

котором внешнем потенциальном поле. Величина 
2

2121 ),(),( rrrr


  представляет со-

бой двухчастичную плотность вероятности, т.е. плотность вероятности того, что одна из 

частиц находится в точке с координатой 1r


, а вторая – с координатой 2r


. При этом веро-

ятность обнаружить одну из частиц в некоторой точке пространства получается путем 

интегрирования двухчастичной плотности по координате другой частицы. Например,  

    2

32

21 ),()( rdrrr


       (3.95) 

есть плотность вероятности обнаружить первую частицу в точке с координатой r


. Ана-

логично, интегрируя по первой координате, получим одночастичную плотность вероят-

ности для второй частицы: 

     1

32

12 ),()( rdrrr


.      (3.96) 

 Рассмотрим теперь задачу на собственные значения и собственные функции опе-

ратора Гамильтона двухчастичной системы. Пусть оператор Гамильтона системы запи-

сывается в виде 

   ),(ˆ)(ˆ)(ˆ),(ˆ 2112221121 rrVrHrHrrH


 ,    (3.97) 

где  

    )(ˆˆ)(ˆ
iiiii rVTrH


        (3.98) 

- гамильтониан i – той частицы ( 2,1i ), включающий в себя ее кинетическую энергию, 

а также взаимодействие с внешним потенциальным полем, и зависящий от совокупности 

координат только i – той частицы, ),(ˆ
2112 rrV


 - оператор взаимодействия, зависящий от 

координат обеих частиц. 

 Например, если мы рассматриваем простейший многоэлектронный атом, атом 

гелия, то в одночастичный гамильтониан (3.98) входит кинетическая энергия электрона 

и взаимодействие электрона с ядром, а оператор ),(ˆ
2112 rrV


 описывает межэлектронное 

взаимодействие. 

 Стационарные состояния двухчастичной системы могут быть найдены из стацио-

нарного уравнения Шредингера 

    ),(),(ˆ
2121 rrErrH


 .                (3.99) 
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Казалось бы, каждый из электронов должен характеризоваться своей волновой функци-

ей )( ii r


 , поэтому решение уравнения (3.99) следует искать в виде произведения одно-

частичных функций 

    )()(),( 221121 rrrr


 .              (3.100) 

Тогда, в частности, из выражений (3.95) и (3.96) получим уже привычные для нас соот-

ношения 

   
2

1111 )()( rr


   и  
2

2222 )()( rr


 .              (3.101) 

Однако, мы сейчас покажем, что факторизация двухчастичной волновой функции на 

произведение двух одночастичных возможна лишь в случае невзаимодействующих ме-

жду собой частиц. В противном случае введение одночастичных функций в многочас-

тичной квантовой системе оказывается невозможным. Действительно, подставим разло-

жение (3.100) в уравнение (3.99). Учитывая, что операторы 1Ĥ  и 2Ĥ  действуют в под-

пространствах функций, зависящих от 1r


 и 2r


 соответственно, получим 

         2112221112
ˆˆˆ  VEHH .               

Разделив все теперь на произведение 21 , получим 

   12

2

22

1

11 ˆ
ˆˆ

VE
HH










.                (3.102) 

Если 0),(ˆ
2112 rrV


, то левая и правая части в (3.102) могут зависеть от координат только 

первой и только второй частицы соответственно. Это возможно только если  

   1

1

11
ˆ

E
H





 и 12

2

22
ˆ

EEE
H





,                

где 1E  и 2E  - некоторые постоянные величины. В результате получаем два одночастич-

ных уравнения Шредингера, а 1E  и 2E  имеют, очевидно, смысл энергий стационарных 

состояний первой и второй частицы соответственно. Если частицы взаимодействуют 

между собой, то есть 0),(ˆ
2112 rrV


, факторизация (3.100) оказывается невозможной. Од-

ночастичные функции в системе взаимодействующих между собой частиц ввести нель-

зя. 

 Однако, в квантовой теории многочастичных систем (многоэлектронные атомы, 

электронная подсистема твердого тела, атомное ядро) широко используется понятие од-

ночастичного состояния и одночастичной волновой функции. Эти понятия могут быть 

введены лишь приближенно, например, в рамках концепции самосогласованного поля. 

Основная идея этого подхода заключается в следующем. Мы выделяем одну из частиц, 

например, один из атомных электронов, и рассматриваем его движение в потенциале 

созданном ядром плюс всеми остальными атомными электронами. И так поочередно по-

ступаем для каждого электрона. В результате каждый из электронов характеризуется 

своей одноэлектронной волновой функцией, которая через электростатический потенци-

ал зависит от волновых функций одноэлектронных состояний всех остальных электро-
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нов. В теории многоэлектронных атомов такой подход был развит Д.Хартри
11

 в 1928 го-

ду, и будет обсуждаться нами при изучении строения многоэлектронных атомов. В тео-

рии атомного ядра представление о самосогласованном поле лежит в основе так назы-

ваемой одночастичной оболочечной модели. 

 В заключение, отметим, что если речь идет о системе одинаковых (тождествен-

ных) частиц, например, электронов, то представить полную волновую функцию системы 

в виде произведения одночастичных волновых функций оказывается не всегда возможно 

даже в отсутствие взаимодействия между частицами. Более подробно на этом «парадок-

се» мы остановимся в Главе 10 при обсуждении принципа тождественности микрообъ-

ектов. 

 Понятие о матрице плотности. 

 Мы видели, что в системе взаимодействующих частиц ввести одночастичные 

волновые функции, строго говоря, невозможно. Поскольку любой из материальных объ-

ектов взаимодействует со своим окружением, то фактически мы неизбежно придем к 

выводу, что для его описания необходимо ввести волновую функцию Вселенной. Бес-

смысленность такого подхода очевидна. Например, если хотим описать один из атомов, 

образующих газовую среду, то необходимо учесть его взаимодействие с другими атома-

ми, со стенками сосуда, в котором он находится. Атомы, образующие сосуд, в свою оче-

редь взаимодействуют между собой, а также с поверхностью, на которой сосуд находит-

ся, и т.д. Мы можем говорить о волновой функции некоторого объекта только в прибли-

жении отсутствия взаимодействия с его окружением. А как быть, если это взаимодейст-

вие с окружением необходимо учесть? Оказывается, в этом случае удобно ввести новое 

понятие – матрицу плотности. 

Представим себе, что у нас есть некоторая квантовая система (например, атом), 

характеризующаяся совокупность координат q , взаимодействующая со своим окруже-

нием (будем называть это окружение термо-

статом), описываемым совокупностью коор-

динат Q . Тогда для описания полной систе-

му «атом + термостат» можно ввести волно-

вую функцию ),( Qq . В отсутствие взаи-

модействия атома с термостатом полная 

волновая функция системы представима в 

виде  

              )()(),( QqQq   .        (3.103) 

Если нас интересует эволюция атома, взаи-

модействующего со своим окружением, то 

волновая функция ),( Qq  не факторизуется на сомножители. В тоже время изучать ди-

намику полной системы чаще всего не представляется возможным. Введем понятие мат-

рицы плотности, описывающей состояние атома, с помощью следующего соотношения 

    dQtQqtQqtqq ),,'(),,(),',( *  .              (3.104) 

                                                 
11

  D. Hartree (1897 - 1958) – английский физик – теоретик. 

 
Рис. 3.3. К введению понятия матрицы плот- 

ности. Квантовая система и термостат. 
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Как видно, введенная нами матрица плотности зависит только от координат исследуемо-

го объекта и не зависит от координат термостата. Диагональный элемент этой матрицы 

),',( tqqq   при этом имеет смысл плотности вероятности обнаружить у атомной под-

системы координаты q . Чтобы убедиться в этом, рассмотрим предельный случай отсут-

ствия взаимодействия атомной подсистемы и термостата. Используя факторизацию 

(3.103) получим 

      
2*** ),(),(),(),(),(),,(),,(),',( tqdQtQtQtqtqdQtQqtQqtqqq    , 

то есть обычное выражение для плотности вероятности. 

 Существенно, что в некоторых приближениях для матрицы плотности может 

быть получено замкнутое уравнение (уравнение Неймана
12

), которое не содержит коор-

динаты термостата. 

 В квантовой теории состояния, которые не могут быть описаны в терминах вол-

новой функции и требуют введения матрицы плотности, принято называть смешанными 

состояниями. В случае, если введение волновой функции возможно, то говорят о чистых 

состояниях квантовой системы. 

 Движение волновых пакетов. Предельный переход к классиче-

ской механике. 

 Как мы уже отмечали, в квантовой механике у движущейся частицы отсутствует 

понятие траектории. В каждый момент времени ее состояние задается некоторым волно-

вым пакетом, имеющим конечную область пространственной локализации. Мы теперь 

обсудим условия, при выполнении которых квантовомеханическое движение может 

быть описано в классическом пределе и возникает представление о движении микрообъ-

екта по классической траектории. 

 Докажем прежде всего справедливость следующего утверждения (теорема Эрен-

феста). Основное уравнение классической механики, описывающее движение частицы в 

потенциальном поле )(rV


  

    VF
dt

pd




,                (3.105) 

в квантовой теории справедливо для усредненных по квантовому состоянию величин, 

т.е. 

    Vp
dt

d



,                (3.106) 

где  

rdtrptrp 3* ),(ˆ),( 


,                (3.107) 

     rdtrrVtrV 3* ),()(),(


.               (3.108) 

Докажем это утверждение. Дифференцируя (3.107) по времени, получим 

                                                 
12

 J. von Neumann (1903 – 1957) – венгерский и американский математик и физик. 
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   rdtpp
t

rdp
t

p
t

p
dt

d 3*
*

3*
*

ˆˆ)ˆ(ˆ  


































.            (3.109) 

Выражения для производных по времени от   и *  возьмем из уравнения Шредингера 

   



H

t
i ˆ ,     *

*

ˆ



 H

t
i . 

Тогда получим 

       .ˆ,ˆˆˆˆˆˆˆˆ)ˆ( 3*3**3** rdpH
i

rdHppH
i

rdHppH
i

p
dt

d
 














(3.110) 

Здесь мы воспользовались свойством эрмитовости оператора Гамильтона 

    dHdH ** ˆˆ . Вычисляя коммутатор операторов Ĥ  и p̂


 

        VipVpH  
 ˆ,ˆˆ,ˆ , 

окончательно получим 

     .)(3* rFVrdVp
dt

d 
               (3.111) 

Таким образом, теорема Эренфеста доказана. 

 Уравнение Эренфеста (3.111) по форме совпадает с уравнением классической ме-

ханики. Это совпадение будет выглядеть еще более полным, если доказать следующее 

утверждение (см. задачу 3.1) 

      p
m

rH
i

dt

rd 




1ˆ,ˆ*  ,              (3.112) 

то есть производная по времени от среднего значения координаты частицы равна сред-

нему значению скорости mp


. С учетом соотношения (3.112) уравнение (3.111) можно 

переписать в виде 

    V
mdt

rd


1
2

2 

.                (3.113) 

Казалось бы, для определения средних значений физических величин достаточно клас-

сических уравнений движения. На самом деле это не так. Уравнение (3.113) не может 

быть непосредственно использовано для решения задач динамики, так как для определе-

ния средних значений необходима информация о волновой функции системы, которая 

может быть получена из решения уравнения Шредингера. Рассмотрим, однако, случай, 

когда величина среднего по квантовому состоянию значения импульса частицы сущест-

венно превышает его неопределенность p , т.е. 

    app ~ ,               (3.114) 

a  - начальная ширина волнового пакета. В такой ситуации перемещение частицы за не-

которое время t   

mtpL    

окажется много больше, чем неопределенность координаты частицы (ширина пакета) 

)(~ matx  , обусловленная расплыванием волнового пакета во времени 
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    )(txL  ,       

т.е. можно приближенно считать, что частица характеризуется определенным значением 

координаты, совпадающим с положением «центра тяжести» пакета )(tx . 

Для того чтобы из (3.113) следовал классический закон движения для )(tx , не-

обходимо также выполнение условия  

    xFxF )( ,       

то есть среднее значение силы должно совпадать с величиной силы в «средней» точке. 

Последнее условие, очевидно, выполнено, если на размере x , определяющем ширину 

волнового пакета, величина )(xF  почти не меняется, т.е. потенциальная функция есть 

плавная функция координаты 

xxVV /)( .                (3.115) 

Таким образом, условием перехода к классическому описанию движения микрообъекта 

является его движение с большой скоростью (см. условие (3.114)) в плавно меняющемся 

в пространстве силовом поле (см.(3.115)).  

Представления Шредингера и Гейзенберга. 

Уравнения (3.110), (3.112) для вычисления средних значений физических величин 

(конкретно, импульса и координаты) в зависимости от времени позволяют по-новому 

взглянуть на формальное построение теории. Мы можем рассматривать эти соотноше-

ния, как уравнения движения для операторов, зависящих от времени (такие операторы 

называются гейзенберговскими) 

      GGGG rH
i

r
dt

d
pH

i
p

dt

d ˆ,ˆˆ,ˆ,ˆˆ 








 ,              (3.116) 

имея в виду, что средние значения наблюдаемых величин вычисляются обычным обра-

зом, как интегралы вида  

     rdtrtrrdtptp GG

3*3* )(ˆ)(ˆ,)(ˆ)(


, 

а волновые функции считаются заданными и независящими от времени. При этом к 

уравнениям движения для операторов (3.116) необходимо задать начальные условия, ко-

торые, очевидно, имеют вид 

   rrtriptp GG





 ˆ)0(ˆ,ˆ)0(ˆ ,             (3.117) 

то есть в начальный момент времени операторы заданы «обычными» соотношениями, 

введенными ранее. Такие независящие от времени операторы принято называть шредин-

геровскими операторами. 

 Можно показать, что уравнения вида (3.116) справедливы для любого введенного 

нами ранее квантовомеханического оператора F̂ .  

    GG FH
i

F
dt

d ˆ,ˆˆ


 ,              (3.118) 
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где в начальный момент времени  

   FtFG
ˆ)0(ˆ  . 

 Фактически, речь идет о возможности перехода от одной квантовомеханической 

картины описания движения в микромире к другой. В «обычной» шредингеровской кар-

тине введенные нами операторы не зависят от времени, а эволюция системы определя-

ется изменением во времени волновой функции. В картине Гейзенберга во времени из-

меняются операторы, сама же волновая функция определяется начальным условием за-

дачи. Можно показать, что эти две картины (или, как принято говорить, эти два пред-

ставления) эквивалентны друг другу. Какое из них использовать – это вопрос удобства. 

 В качестве простейшего примера использования представления Гейзенберга рас-

смотрим задачу о свободном движении частицы. В этом случае из (3.116) имеем уравне-

ния 

     GGGG p
m

rH
i

r
dt

d
p

dt

d ˆ1ˆ,ˆˆ,0ˆ 




 .             (3.119) 

Учитывая начальные условия (3.117), получим 

   p
m

t
rtriptp GG

ˆˆ)(ˆ,ˆ)(ˆ 



 .              (3.120) 

Из (3.120) сразу же следует, среднее значение импульса не меняется во времени и совпа-

дает с начальным. Что касается среднего значения координаты, то она изменяется по ли-

нейному закону движения. Эти же результаты, естественно, следуют и из (3.113). Отме-

тим, что переход к представлению Гейзенберга часто оказывается удобен, когда необхо-

димо определить лишь низшие моменты распределений физических величин, в то время 

как информация об эволюции волновой функции системы не требуется. 

Оптико-механическая аналогия. 

Мы уже неоднократно обращали внимание на сходство в описании движения 

микрочастиц в квантовой механике и распространение электромагнитных волн в про-

странстве. Покажем теперь, что при выполнении некоторых условий уравнения электро-

динамики Максвелла сводятся к уравнению, с математической точки зрения эквивалент-

ного уравнению Шредингера. 

Рассмотрим пространственно неоднородную среду, характеризующуюся диэлек-

трической проницаемостью )(r


 . Тогда система уравнений Максвелла для напряженно-

стей электрического и магнитного полей может быть записана в виде: 

   

 
.0

,0

,

,
1















Hdiv

Ediv

t

E

c
Hrot

t

H

c
Erot











              (3.121) 

Воспользовавшись известной формулой векторного анализа 
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   EEdivgradErotrot


2 , 

и учитывая, что диэлектрическая проницаемость среды не зависит от времени, получим 

   EdivgradE
t

E

c







 2

2

2

2
.                (3.122) 

В пространственно однородной среде 0Ediv


 и мы получаем обычное волновое урав-

нение. В нашем случае ситуация оказывается более сложной, поскольку 

        0 EEdivEdiv


.               (3.123) 

Пусть диэлектрическая проницаемость среды является плавной функцией координаты, 

т.е. на расстоянии порядка длины волны излучения величина   практически не меняет-

ся: 

     k , 

 2k  - волновой вектор. В этом приближении получаем, что 

    0Ediv


,  

т.е. процесс распространения электромагнитной волны описывается волновым уравне-

нием 

    E
t

E

c




2

2

2

2





,                (3.124) 

где диэлектрическая проницаемость есть функция пространственной координаты. Будем 

искать решение уравнения (3.124) в виде линейно поляризованного пучка света, распро-

страняющегося вдоль оси z  с плавно меняющейся по пространству амплитудой:  

    )(exp)(),( 0 tkzirEtrE 


,               (3.125) 

где ck  . Приближение медленно меняющейся амплитуды означает, что  

    00 kEE  .                 (3.126) 

Получим теперь уравнение для медленно меняющейся амплитуды )(0 rE


. Вычисляя 

    )(exp0

0 tkzi
z

E
ikE

z

E


















, 

    )(exp2 0

0

2

2

2

tkzi
z

E
ikEk

z

E


















 

(здесь в силу условия (3.126) мы пренебрегли слагаемым 2

0

2 zE  ), найдем 

   )(exp2 0

20

0

22 tkziE
z

E
ikEkE 













  .              (3.127) 

Здесь 22222

yx   - оператор Лапласа по координатам, лежащим в плоскости 

перпендикулярной направлению распространения пучка. Дифференцирование выраже-

ния (3.125) по времени дает 
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     )(exp0

2

2

2

tkziE
t

E





.             (3.128) 

Вспоминая, что  

     41  

(  - восприимчивость вещества), из уравнения (3.124) с учетом (3.127) и (3.128), полу-

чим 

   00

20 ),(
2

1
EzrE

z

E
ik  



 
.              (3.129) 

Здесь ),(2),( 2 zrkzr  


, а вектор  yxr ,


. 

 Как видно, уравнение (3.129) с математической точки зрения эквивалентно неста-

ционарному уравнению Шредингера. Задача о временной эволюции волновой функции 

двумерной системы оказывается аналогична задаче о вычислении стационарного рас-

пределения амплитудного значения напряженности электрического поля в пространстве 

при распространении электромагнитной волны в среде. При этом координата z , вдоль 

которой распространяется световой пучок, аналогична времени в квантовой теории, а 

функция ),( zr


, определяемая поляризуемостью среды, имеет смысл потенциала 

),( trV 


. В частности, если 0),(   zr


 (вакуум), то задача (3.129) эквивалентна задаче о 

свободном движении частицы. Отметим, что среды с показателем преломления 

1n  (для таких сред 0 ) в оптике называются фокусирующими. В квантовой 

механике им надо поставить в соответствие притягивающий потенциал 0V . Наоборот, 

среды с 1n  ( 0 ) называются дефокусирующими, в квантовой механике таким 

средам соответствует отталкивающий потенциал 0V .  

 Математическая тождественность уравнения метода медленно меняющихся ам-

плитуд в оптике и уравнения Шредингера является основой оптико – механической ана-

логии. Существует огромное количество квантово-механических процессов, оптические 

аналоги которых давно известны и хорошо изучены. В частности, можно показать, что 

рассмотренный нами предельный переход к классической механике эквивалентен пере-

ходу от волновой оптики к геометрической, когда возникает представление о световых 

лучах, а интерференционные эффекты становятся пренебрежимо малыми. 

Задачи. 

3.1. Волновая функция частицы в некоторый момент времени определяется выраже-

нием 














2

2

2

1
exp

1
)(

a

x

a
x . 

Определить средние значения и дисперсии координаты и импульса частицы в 

этом состоянии. 

3.2.  Решить предыдущую задачу для состояния частицы, описываемого волновой 

функцией   











 





2

2

0

0

)(

2

1
expexp

1
)(

a

xx
xik

a
x . 
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3.3. В основном состоянии атома водорода волновая функция имеет вид 

)exp()(
0

arAr  , r  - удаление электрона от притягивающего центра, 0a  - бо-

ровский радиус, A  - нормировочная константа. Определить средние значения 

кинетической и потенциальной энергии электрона. 

3.4. Определить собственные значения и собственные функции оператора кинетической 

энергии mpT xx 22
 . 

3.5. Показать, что гауссов волновой пакет минимизирует соотношение неопределенно-

стей. 

3.6. Может ли так быть, что в одном и том же состоянии импульс и полная энергия 

имеют точно определенные значения? 

3.7. Доказать справедливость следующих коммутационных соотношений для оператора 

момента количества движения 

      zyx LiLL ˆˆ,ˆ  ,    0ˆ,ˆ2 zLL . 

3.8. Доказать, что в центрально симметричном потенциале можно найти стационарные 

состояния, которые характеризуются точно определенными значениями квадрата 

и z - проекции момента количества движения. 

3.9. Состояние частицы определяется волновой функцией 

    






 





2

2

0
0

)(

2

1
expexp

1
)(

a

xx
xik

a
x . 

  Определить плотность вероятности распределения импульса )(pW . 

3.10. Волновая функция системы как функция полярного угла   задается выражением 

( A  - нормировочная константа): 

а)   cos)( A , 

б)   2sin)( A , 

в)  ))cos()sin(1()(  A , 

Какие значения z- проекции момента количества движения и с какой вероятно-

стью могут быть измерены в этом состоянии? Каковы среднее значение и дис-

персия величины zL ? 

3.11. Волновая функция некоторой системы в сферических координатах определяется 

выражением: 

а)  




sin

),(),,( rRr , 

б)  )cos()2sin()()(  rRr


, 

в)  ))sin()sin(1)(cos()()(  rRr


, 

Какие значения z- проекции момента количества движения и с какой вероятно-

стью могут быть измерены в этом состоянии? Каковы среднее значение и дис-

персия величины zL ? 

3.12. Показать, что для частицы, движущейся в произвольном потенциальном поле 

)(xV , среднее по квантовому состоянию значение импульса удовлетворяет соот-

ношению 
dt

xd
mpx  . Здесь x  - среднее значение координаты, m  - масса час-

тицы. 
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3.13.  Показать, что для частицы, движущейся в гармоническом потенциале 

222xmV  , изменение во времени среднего значения координаты )(tx  опре-

деляется классическим законом движения. 

3.14.  Состояние частицы в свободном пространстве характеризуется волновой функ-

цией kxzyAzyx sin),(),,(  . Какие значения x  - проекции импульса могут быть 

измерены в этом случае? 

3.15.  Показать, что волновая функция системы из двух взаимодействующих частиц 

может быть представлена в виде произведения волновых функций, описываю-

щих относительное движение частиц и движение центра масс. 
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 Глава 4. Стационарное уравнение Шредингера. Спектры 

простейших одномерных систем. 

 В этом разделе мы рассмотрим ряд простейших одномерных задач об определе-

нии уровней энергии и волновых функций стационарных состояний частицы в потенци-

альном поле. 

 Свободное движение частицы. 

 Рассмотрим простейшую задачу об определении стационарных состояний сво-

бодной частицы. Гамильтониан такой системы есть 

    
2

22

2
ˆ

dx

d

m
H


 ,      (4.1) 

а стационарное уравнение Шредингера записывается в виде 

    E
E E

dx

d

m





2

22

2


.      (4.2) 

Здесь E  - собственное значение оператора Гамильтона, а индекс «E» у функции подчер-

кивает ее принадлежность к собственному значению E. Вводя 02 22  mEk , пере-

пишем (4.2) в виде 

     02  
EE k , 

откуда получаем, что собственному значению E  соответствуют две функции 

   







),exp(

),exp(

ikx

ikx
E   mkE 222 .   (4.3) 

На значение волнового вектора k  никаких ограничений не возникло, т.е. система имеет 

непрерывный спектр. 

 Найденные функции стационарных состояний совпадают с введенными ранее 

собственными функциями оператора импульса. Состояния (4.3) одновременно являются 

собственными состояниями оператора импульса, соответствующими собственным зна-

чениям kp  . Это не удивительно, и могло быть предсказано заранее. Поскольку 

оператор импульса и оператор кинетической энергии (в рассматриваемом случае опера-

торы Гамильтона и кинетической энергии тождественны) коммутируют между собой, то 

можно найти состояния, в которых обе физические величины энергия (кинетическая) и 

импульс имеют точно определенные значения.  

 Как видно, существует два разных состояния, которые соответствуют одному и 

тому же значению энергии. Такие состояния называются вырожденными. Кратность вы-

рождения в рассматриваемом случае равна двум. Отметим, что наличие вырождения в 

системе позволяет построить неограниченное число состояний с одним и тем же значе-

нием энергии. Действительно, любая линейная комбинация базисных функций (4.3) 
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   )exp()exp( ikxBikxAE       (4.4) 

дает состояние с тем же точно определенным значением энергии E . В частности, может 

быть удобен другой набор базисных состояний 

     





).cos(

),sin(

kx

kx
E       (4.5) 

Отметим при этом, что состояния (4.5) (как и состояния (4.4) при ненулевых значениях 

коэффициентов A и B) уже не являются состояниями с точно определенным значением 

импульса.  

 Частица в прямоугольной бесконечно глубокой потенциальной 

яме. 

 Рассмотрим теперь стационарные состояния частицы в потенциале  

    












.2,

,2,0
)(

ax

ax
xV       

Стационарное уравнение Шредингера записывается в виде 

    


 ExV
dx

d

m
)(

2 2

22
.     (4.6) 

Наша задача заключается в нахождении таких значений энергии E , при которых урав-

нение (4.6) имеет ненулевое решение, и соответствующих волновых функций. 

 В классической механике движение частицы происходит в области 

)2,2( aax  . Естественно предположить, что и в квантовой теории частица не может 

быть обнаружена в области бесконечно высокого потенциала, т.е. 0)2(  ax , то 

есть уравнение (4.6) можно переписать в виде: 

    0
2

22

2






mE

dx

d
.      (4.7) 

Здесь )2,2( aax  . Полагая волновую функцию непрерывной, мы должны потребо-

вать, чтобы на границах ямы она обращалась в нуль, т.е. 

    0)2(  ax .      (4.8) 

Вводя 22 2 mEk  , запишем общее решение (4.7) в виде 

    )cos()sin()( kxBkxAx  .     (4.9) 

Условия (4.8) дают: 

    

.0
2

cos
2

sin

,0
2
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B

ka
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B
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     (4.10) 
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Мы получили систему однородных уравнений для определения неизвестных коэффици-

ентов A  и B . Эта система имеет ненулевое решение, если ее определитель обращается в 

ноль, то есть 

    0

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin




kaka

kaka

, 

откуда находим 0)sin( ka , то есть 

    
a

n
kn


 ,      ,...2,1,0n  

Тогда для энергии состояний имеем 

    2

2

22

2
n

ma
En


 ,  ,...3,2,1n      (4.11) 

Решение с 0n  следует отбросить, так как в этом случае из (4.8) и (4.9) получаем 

0)(  x .  

 Таким образом, в бесконечно глубокой прямоугольной потенциальной яме фор-

мируется дискретный энергетический спектр, определяемый соотношением (4.11). По-

ложение энергетических уровней представлено на рис.4.1. В частности, минимальная 

энергия частицы в яме (энергия основного состояния) есть 

    
2

22

1
2ma

E


        (4.12) 

и не равна нулю, как это следовало ожидать с 

точки зрения классической механики. Проис-

хождение этой ненулевой энергии основного 

состояния легко понять исходя из соотноше-

ния неопределенностей. Действительно, если 

частица локализована в размере a  (ширина 

ямы), то у нее есть неопределенность значе-

ния импульса ap ~ , а с этой неопреде-

ленностью связано наличие у частицы кине-

тической энергии. Поскольку в рассматри-

ваемых нами условиях среднее значение им-

пульса частицы равно нулю (это очевидно: 

частица находится в одномерном статиче-

ском потенциале), то характерную величину 

кинетической энергии можно определить как 

  
2

22

2
~

2

)(

mam

p
T


 ,           (4.13) 

что качественно совпадает с точным значени-

ем (4.12). Конечно, речь идет лишь о качественном понимании эффекта, однако мы ус-

тановили фундаментальный факт: ограничение области пространственной локализации 

частицы неизбежно ведет к появлению у нее чисто квантовой добавки к энергии, кото-

 
Рис.4.1. Прямоугольная потенциальная 

яма бесконечной глубины. 
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рая тем больше, чем меньше размер области локализации частицы. В частности, для 

электрона, локализованного в размере 1~a  Å, получаем энергию в несколько электрон-

вольт. Аналогично, если нуклон локализован в размере ~10
-13

 см, то его кинетическая 

энергия окажется порядка нескольких мегаэлектронвольт. Таким образом, зная про-

странственный размер системы, в квантовой теории мы тут же можем оценить некото-

рый минимальный масштаб энергии системы. 

 Закончим теперь решение задачи и найдем систему собственных функций опера-

тора Гамильтона для частицы в яме. Из соотношений (4.10) имеем 

    )2()2( ntgaktgAB n  . 

Это означает, что для нечетных n  0A , 0B , а для четных, наоборот 0A , 0B , 

т.е. система характеризуется следующим набором состояний 

   


















,..6,4,2,sin

,...5,3,1,cos

)(

n
a

xn
A

n
a

xn
B

x

n

n

n       (4.14) 

Коэффициенты nB  и nA  должны быть определены из условия нормировки квадрата мо-

дуля волновой функции на единицу. Несложный расчет дает aBA nn 2 . Волновые 

функции нескольких нижних состояний также приведены на рис.4.1. 

 Итак, система волновых функций стационарных состояний построена. Легко в 

частности убедиться, что условие ортонормированности базиса выполнено, т.е. 

    mn

a

a

nm dxxx 


2

2

* )()( . 

Остановимся на еще одном важном свойстве полученных базисных функций. Все они 

характеризуются определенной четностью: состояния с ,...5,3,1n характеризуются чет-

ными волновыми функциями, состояния с ,..6,4,2n - нечетными. С математической 

точки зрения удобно ввести новую физическую величину – четность и соответствующий 

ей оператор четности P̂ . Определим этот оператор следующим образом 

    )()(ˆ xxP  .      (4.15) 

А теперь рассмотрим задачу на собственные значения оператора четности: 

    )()(ˆ xxP        (4.16) 

Подействуем на соотношение (4.16) оператором четности еще раз: 

   )()(ˆ))((ˆ))(ˆ(ˆ 2 xxPxPxPP  . 

С другой стороны из (4.15) имеем 

    )())((ˆ))(ˆ(ˆ xxPxPP  . 

Поэтому 12  , или 

     1 , 

т.е. из (4.15), (4.16) следует, что 



 89 

    )()( xx  , 

то есть собственные функции оператора четности должны быть либо четными, либо не-

четными функциями координаты. Именно такому условию удовлетворяют найденные 

нами функции стационарных состояний. Таким образом, мы нашли состояния, в кото-

рых сразу две величины (энергия и четность) имеют точно определенные значения. Зна-

чит операторы, соответствующие этим величинам должны коммутировать между собой, 

т.е. 

      0ˆ,ˆ HP . 

В последнем равенстве легко убедиться непосредственно, учитывая свойство симметрии 

потенциала )()( xVxV  . Это означает, что мы могли заранее облегчить себе задачу и 

искать набор функций стационарных состояний в виде системы четных и нечетных 

функций. Мы воспользуемся этим приемом при анализе следующей системы. 

 Частица в прямоугольной потенциальной яме конечной глубины. 

 Рассмотрим теперь задачу об определении стационарных состояний частицы в 

прямоугольной потенциальной яме конечной глубины. Пусть потенциал задан в сле-

дующем виде: 

    












.2,

,2,0
)(

0 axV

ax
xV      (4.17) 

Запишем стационарное уравнение Шредингера в каждой из областей непрерывности по-

тенциала (см. рис.4.2) 

   области I,III  


 EV
dx

d

m
02

22

2


, 

область II  


 E
dx

d

m 2

22

2


. 

Мы должны рассмотреть две возможности: 

0VE  , что соответствует связанному состоянию 

частицы в яме, и 0VE  , что соответствует ин-

финитному движению частицы в пространстве.  

Более подробно остановимся на случае 

связанных состояний частицы в яме 0VE  . Вве-

дем 22 2 mEk   и 2

0

2 )(2 EVm  . Обе 

введенные величины являются положительными. 

Тогда в каждой из областей непрерывности по-

тенциала уравнение Шредингера имеет вид 

   области I,III  02   , 

область II  02   k . 

Решения этих уравнений запишем в виде 

 
Рис.4.2. Прямоугольная потенциальная 

яма конечной глубины. 
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   область I  )exp()exp()( xBxAx III  , 

область II  )cos()sin()( kxBkxAx IIIIII  ,  (4.18) 

область III  )exp()exp()( xBxAx IIIIIIIII  . 

Волновая функция должна удовлетворять условию квадратичной интегрируемости. По-

этому необходимо потребовать, чтобы коэффициенты 0 IIII BA . Остается четыре ко-

эффициента IIIIIIII ABAB ,,, , для которых из условий непрерывности волновой функции 

и ее первой производной
1
 легко получить четыре уравнения.  

 Однако, можно существенно упростить решение задачи, если учесть, что в рас-

сматриваемом нами случае состояния также характеризуются определенной четностью. 

Поэтому из набора функций (4.18) мы должны выделить решения, характеризующиеся 

определенной честностью. Рассмотрим сначала систему четных волновых функций, т.е. 

функций, не меняющих свой знак при инверсии координаты )()( xx  . Очевидно, 

соответствующие решения имеют вид 

   область I  )exp()( xBx II  , 

область II  )cos()( kxBx IIII  ,    (4.19) 

область III  )exp()( xAx IIIIII  . 

При этом IIII AB  . «Сшивая» функции и первые производные в точке разрыва потен-

циала 2ax  , найдем
2
 

       2exp)2cos( aAkaB IIIII  , 

   2exp)2sin( aAkakB IIIII  . 

Поделив одно уравнение на другое, и, 

учитывая, что 22

02 kmV   , 

получим 

2

2

2

0 )(
2

)2( ka
amV

katgka 


. 

          (4.20) 

Полученное уравнение есть уравне-

ние для определения энергетического 

спектра системы. Будем анализиро-

вать решение уравнения (4.20) графи-

чески. Корни уравнения могут быть 

определены как абсциссы точек пере-

сечения функции )2()(1  tgf  и дуги окружности 2

2 )(  Bf  (здесь ka ) 

радиуса 
22

02 amVB   (см. рис.4.3). Как видно, хотя бы один корень уравнения, т.е. 

                                                 
1
 С физической точки зрения эти условия означают требование непрерывности вектора плотности тока 

вероятности в точках разрыва потенциала. 
2
 Условия непрерывности в точке 2ax   дают такие же соотношения. 

 
Рис.4.3. Определение уровней энергий четных 

состояний в прямоугольной потенциальной яме. 
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одно четное связанное состояние всегда существует. С увеличением радиуса окружно-

сти (глубины ямы, или ее ширины) число связанных состояний возрастает.  

 Аналогичным образом легко рассмотреть случай нечетных состояний 

)()( xx  . Запишем для этого случая решения стационарного уравнения Шредин-

гера в виде 

   область I  )exp()( xBx II  , 

область II  )sin()( kxBx IIII  ,    (4.21) 

область III  )exp()( xAx IIIIII  , 

причем IIII AB  . Так же как и в предыдущем случае из условия непрерывности функ-

ции и ее первой производной получаем уравнение для определения значений энергии 

нечетных состояний 

    2

2

2

0 )(
2

)2( ka
amV

kactgka 


.   (4.22) 

Структуру энергетического спектра, получающегося из решения уравнения (4.22), ил-

люстрирует рис.4.4. В рассматривае-

мом случае, если яма достаточно 

мелкая, связанного состояния может 

и не быть. Из графика видно, что ус-

ловием его возникновения является 

неравенство 

 2

2

2

02




amV
.         (4.23) 

При дальнейшем увеличении радиуса 

окружности B  появляются новые 

связанные состояния, характеризую-

щиеся нечетной волновой функцией. 

Сопоставление рис.4.3 и 4.4 показы-

вает, что, как и в случае ямы беско-

нечной глубины, четные и нечетные 

состояния чередуются: основное со-

стояние является четным, следующее состояние – нечетное, потом – снова четное и т.д. 

 Важной особенностью рассматриваемой задачи является то, что структура спек-

тра определяется параметром 22

02 amVB  . Например, если глубина ямы увеличилась 

в 4 раза, а ее ширина уменьшилась в два раза, общее число связанных состояний и их 

относительное расположение по энергиям остается неизменным. Глубокой ямой мы бу-

дем считать яму, в которой имеется большое число состояний, т.е. 1B . Отметим так-

же, что решение задачи о яме бесконечной глубины является предельным случаем полу-

ченного нами решения для ямы конечной глубины при выполнении условия B . 

Действительно, из данных, представленных на рис.4.2, 4.3, видно, что в этом случае 

корни уравнения соответствуют точкам 

 
Рис.4.4. Определение уровней энергий нечетных 

состояний в прямоугольной потенциальной яме. 
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  nka  

 ( ,...5,3,1n  для четных и 

,...6,4,2n для нечетных 

состояний), что как раз 

соответствует энергетиче-

скому спектру бесконечно 

глубокой ямы. 

На рис. 4.5 пред-

ставлены волновые функ-

ции двух нижних состоя-

ний в потенциальной яме 

конечной глубины. Важной особенностью этих волновых функций является ненулевая 

вероятность обнаружить частицу в области классически запрещенного движения, то есть 

для значений координаты 2ax  . Эту вероятность можно определить как 

     



2

2
)(2

a

dxxw . 

Причем, чем ближе энергия состояния к величине 0V , тем медленнее убывает волновая 

функция в области классически запрещенного движения, и тем больше величина w . 

 В заключение этого раздела остановимся на случае 0VE  , соответствующего 

инфинитному движению частицы. Решение стационарного уравнения Шредингера мож-

но найти аналогично случаю, рассмотренному выше. При этом оказывается, что это ре-

шение существует для любого значения энергии, т.е. инфинитному движению частицы 

соответствует непрерывный энергетический спектр, причем стационарные состояния 

также двукратно вырождены: каждому значению энергии можно поставить в соответст-

вие два разных состояния, характеризующихся различной пространственной четностью.  

На этом примере отметим важную закономерность. Всякий раз, когда движение 

системы ограничено некоторой пространственной областью у системы возникает дис-

кретный энергетический спектр, и, наоборот, если движение инфинитно, энергетический 

спектр является сплошным. Возникает континуум состояний. При этом волновые функ-

ции состояний континуума (в простейшем случае, рассмотренном нами, это волны де 

Бройля) не могут быть нормированы на единицу в соответствии с условием 

      1
2
d , 

поскольку на бесконечности волновая функция таких состояний не стремится к нулю, 

хотя и остается ограниченной. Можно показать, что условие нормировки на   - функ-

цию (см. Глава 3) является общим условием нормировки состояний непрерывного спек-

тра. Как мы уже отмечали, невозможность удовлетворить условию квадратичной интег-

рируемости означает, что стационарные состояния в континууме не могут быть реально 

реализованы. На практике состояние частицы в этом случае может быть представлено 

как волновой пакет, составленный из состояний континуума и обладающий некоторой 

энергетической шириной. 

 
Рис.4.5. Волновые функции стационарных состояний в 

прямоугольной потенциальной яме конечной глубины. 
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Задачи. 

4.1.  Частица массы m  находится в одномерной бесконечно глубокой прямоугольной 

потенциальной яме шириной a . Написать волновые функции хотя бы двух со-

стояний, в которых среднее значение энергии частицы равно 
2

222

ma
E


 . 

4.2.  Частица массы m  находится в основном состоянии в одномерной бесконечно 

глубокой прямоугольной потенциальной яме шириной a . Найти значения xp , 

которые могут быть измерены в этом состоянии. Какова вероятность их измере-

ния? Чему равно среднее значение величины xp ? 

4.3.  Частица массы m  находится в одномерном потенциале 










,

,0)(

0V

xV

.

.0

,0

ax

ax

x







  

Определить, сколько связанных состояний находится в яме в следующих случа-

ях: а) maV 22

0 75 , б) maV 22

0  . 

4.4.  Определить энергию нижнего стационарного состояния частицы в одномерной 

прямоугольной потенциальной яме конечной глубины в случаях: а) 

12 22

0 amV , б) 12 22

0 amV  ( 0V  - глубина потенциальной ямы, a  - ее 

ширина). 

4.5.  Дейтрон имеет энергию связи 23.2E  МэВ, среднее расстояние между прото-

ном и нейтроном 13102 a  см, возбужденного состояния у дейтрона нет. Ис-

пользуя эти данные, оценить глубину потенциальной ямы поля ядерных сил. 

Указание: Яму считать прямоугольной, а ее размер положить равным расстоя-

нию  a . 

4.6.  Частица находится в бесконечно глубокой прямоугольной потенциальной яме в 

состоянии )()()0,( 21 xxtx  , )(1 x  и )(2 x  - волновые функции ниж-

них стационарных состояний,   и   - действительные числа, причем 122  . 

Определить среднее значение и дисперсию координаты частицы как функцию 

времени. 
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Глава 5. Туннельный эффект. 

Рассмотрим теперь одно из важнейших квантовомеханических явлений, которое 

делает движение частиц принципиально неклассическим. Речь идет о так называемом 

туннельном эффекте – возможности туннелирования (просачивания) частицы через об-

ласть классически запрещенного движения. 

Качественно понять происхождение такого эффекта можно на основе анализа 

рассмотренной выше задачи о стационарных состояниях частицы в потенциальной яме 

конечной глубины. Мы видели (см. Глава 4), что в области классически запрещенного 

движения волновая функция, описывающая состояние частицы, отлична от нуля, причем 

  )exp(~)( xx  , 

где x  - удаление частицы от классической точки поворота, а 
2

0 )(2 EVm   (см. 

рис.5.1). Это значит, что плотность вероятности обнаружить частицу в области класси-

чески запрещенного движения (под барьером) на глубине d  есть 

    







 dEVmddxD )(2

2
exp2exp~)(~ 0

2


.   (5.1) 

Если рассматривать частицу в яме, от-

деленной от области инфинитного дви-

жения потенциальным барьером конеч-

ной ширины d  (см. рис.5.1), то интуи-

тивно ясно, что выражение (5.1) опре-

деляет вероятность проникновения 

(туннелирования) частицы через потен-

циальный барьер. Величину D  называ-

ют также туннельной проницаемостью 

(прозрачностью) барьера. 

 Нетрудно обобщить полученный результат на случай потенциального барьера 

произвольной формы (см. рис.5.2). Пусть поток частиц с энергией E  налетает на потен-

циальный барьер, описываемый функ-

цией )(xV , слева, причем 

 )(max xVE  . Тогда с классической 

точки зрения частицы дошли бы до точ-

ки с координатой 1x  (классическая точка 

поворота) и отразились бы от потенци-

ального барьера. Квантовомеханическое 

просачивание частиц в подбарьерную 

область приводит к тому, что с ненуле-

вой вероятностью они могут оказаться в 

другой области классически разрешен-

 
Рис.5.1. Проникновение частицы в область клас-

сически запрещенного движения. 

 
Рис.5.2. К вопросу об определении 

вероятности туннелирования. 
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ного движения ( 2xx  ), т.е. протуннелировать через барьер. По аналогии с (5.1) для ве-

роятности этого процесса запишем  














 

2

1

))((2
2

exp~

x

x

dxExVmD


,     (5.2) 

где интеграл берется по области классически запрещенного движения. Очевидно, в ча-

стном случае потенциального барьера прямоугольной формы выражение (5.2) переходит 

в (5.1). Как видно из (5.2), вероятность туннелирования экспоненциально сильно зависит 

от ширины потенциального барьера и его высоты (точнее высоты потенциала в области 

классически запрещенного движения). Также видно, что вероятность туннелирования 

быстро убывает с ростом массы частицы. Именно последнее обстоятельство приводит к 

тому, что туннелирование практически никогда не наблюдается для макроскопических 

объектов.  

 Наши рассуждения являются, конечно, нестрогими и не позволяют определить, в 

том числе, предэкспоненциальный множитель в выражении (5.2). Более строгий анализ 

рассмотренной ситуации для случая потенциального барьера прямоугольной формы со-

держится в Приложении 2. В общем случае выражение (5.2) может быть получено в 

рамках так называемого квазиклассического приближения в квантовой механике. 

 Рассмотрим теперь несколько явлений, некоторые из которых были известны за-

долго до создания квантовой механики, физическую суть которых удалось понять толь-

ко в рамках концепции туннелирования. 

 Автоэлектронная эмиссия. 

 Автоэлектронной эмиссией называют явление испускания электронов проводя-

щими телами под действием внешнего электрического поля достаточно большой напря-

женности. В отличие от термоэлектронной эмиссии, когда эмиссионный ток возникает в 

результате нагрева поверхности и образования некоторой доли «горячих» электронов, 

способных покинуть поверхность, ав-

тоэлектронная эмиссия не связана с 

нагревом поверхности и потому на-

зывается холодной или полевой эмис-

сией. Явление автоэлектронной эмис-

сии было экспериментально обнару-

жено Р. Вудом
1
 в 1897 году, в 1928-

1929 году Р. Фаулером
2
 и Л. Норд-

хеймом
3
 была предложена теоретиче-

ская модель, в основе которой лежит 

представление о туннелировании 

электронов через потенциальный барьер. 

 Действительно, металлический проводник для находящихся в нем свободных 

электронов представляет потенциальную яму глубиной 0V , схематический вид которой 

                                                 
1
 R. W. Wood (1868 - 1955) – американский физик – экспериментатор. 

2
 R. H. Fowler (1889 - 1944) – английский физик - теоретик, астрофизик, математик.  

3
 L. Nordheim (1899 - 1985) – американский физик – теоретик. 

 

Рис.5.3. Потенциальный рельеф для электронов 

вблизи границы металл – вакуум в отсутствие и при 

наличии внешнего электростатического поля. 
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представлен на рис.5.3а. Электроны в этой яме занимают различные энергетические со-

стояния, причем при нулевой температуре все состояния с энергией большей FE  (энер-

гия Ферми) являются свободными, а все нижележащие – занятыми. Энергия, отсчиты-

ваемая от уровня FE  до границы потенциальной ямы, есть работа выхода, т.е. мини-

мально необходимая энергия, которую надо сообщить электрону, чтобы он был спосо-

бен покинуть поверхность металла. При помещении металла во внешнее электростати-

ческое поле с напряженностью   на пути электронов с поверхности металла возникает 

потенциальный барьер конечной ширины (см. рис.5.3б). 

     xeVxV  0)( .     (5.3) 

Здесь точка 0x  выбрана на границе раздела металл – вакуум, а энергия отсчитывается 

от уровня Ферми. Туннельную прозрачность барьера легко оценить по формуле 

    













 

*

0

0 )(2
2

exp~

x

F dxxeEVmD


,   (5.4) 

где, как нетрудно видеть из рис.5.3б, классическая точка поворота *x  определяется из 

условия 

     *

0 xeEV F  . 

Вычисляя интеграл и учитывая, что eF AEV 0  - работа выхода, из (5.4) находим 

    

















e

mA
D

e

32

3

4
exp~ .     (5.5) 

Считая, что плотность тока автоэмиссии пропорциональная туннельной прозрачности 

барьера для электронов, энергия которых лежит вблизи граничной энергии Ферми, из 

(5.5) получаем теоретическую зависимость туннельного тока от напряженности элек-

трического поля 

    )exp(~ j ,      (5.6) 

где   emAe

3234 . Полученная зависимость (5.6) хорошо согласуется с имеющи-

мися экспериментальными данными. 

 Явление  - распада атомных ядер. 

Еще одним примером квантовомеханического туннелирования является  - рас-

пад тяжелых атомных ядер. Вскоре после открытия А.Беккерелем
4
 радиоактивности  - 

лучами был назван наименее проникающий вид излучения, испускаемый радиоактив-

ными веществами. В 1909 году Э.Резерфорд доказал, что  - частицы являются дважды 

ионизованными атомами гелия. Простейшая теория  - распада была предложена 

Г.Гамовым в 1927 году и исходит из предположения о существовании  - частиц в тяже-

лых атомных ядрах. Характерный вид потенциала взаимодействия  - частицы с ядром – 

остатком (его заряд 2'  ZZ ) представлен на рис.5.4. На больших расстояниях по 

                                                 
4
 A. Becquerel (1852 - 1908) – французский физик, Нобелевская премия (1903) «В знак признания исключи-

тельных услуг, которые он оказал науке своим открытием самопроизвольной радиоактивности». 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D0%B0%D0%B4%D0%B8%D0%BE%D0%B0%D0%BA%D1%82%D0%B8%D0%B2%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8C
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сравнению с размером атомного ядра NR  

этот потенциал определяется кулонов-

ским отталкиванием  

 reZRrV N

2'2)(  ,  

на расстояниях меньше и порядка разме-

ра атомного ядра оказываются сущест-

венными ядерные силы, которые приво-

дят к возникновению потенциальной 

ямы. Форма ее точно не определена, но в 

первом приближении можно считать, что 

ее размер совпадает с размером ядра NR , 

а стенки являются вертикальными. Если 

энергия  - частицы в ядре оказывается 

больше нуля (за нулевое значение энер-

гии мы принимаем энергию неподвижной  - частицы на бесконечном удалении от ядра-

остатка), то на ее пути из ядра лежит потенциальный барьер конечной проницаемости 

(см. рис.5.4). Очевидно, вероятность туннелирования через этот барьер может быть оце-

нена по формуле  

    

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
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eZ
MD


,    (5.7) 

где E  и M - энергия вылетающей  - частицы ее масса, а верхний предел интегриро-

вания определяется из условия 

     EeZr 2* '2 . 

Интеграл (5.7) легко приводится к виду dxx 11  и затем вычисляется с помощью 

подстановки  2sinx . В предположении, что размер ядра *rRN  , получим 

    








 


v

eZ
D



2'4
exp~ ,      (5.8) 

где   MEv 2  - скорость вылетающей  - частицы. 

 Время жизни (или период полураспада)  - радиоактивных ядер обратно пропор-

циональны величине прозрачности барьера. Поэтому теория предсказывает резкое воз-

растание времени жизни ядра относительно  - распада с увеличением заряда (при од-

ном и том же значении энергии  - частицы) и, наоборот, уменьшение на порядки вели-

чины времени жизни даже при небольшом увеличении энергии E . Эти закономерности 

действительно подтверждаются экспериментально.  

 Туннельная ионизация атомов в оптическом поле. 

Выше мы рассмотрели явление автоэлектронной эмиссии. Аналогично может быть рас-

смотрен процесс ионизации атомов сильным электростатическим полем. Действительно, 

 
Рис.5.4. К теории   - распада атомных ядер. 
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если )(xVa  есть атомный потенциал, то при помещении атома во внешнее электростати-

ческое поле, потенциал, в котором движется атомный электрон, может быть представлен 

в виде 

 xexVxV a  )()( .      (5.9) 

Тогда электрон может покинуть атом, 

протуннелировав через потенциальный 

барьер (см. рис.5.5). Если атом находится 

в поле электромагнитной волны, то вы-

ражение (5.9) также справедливо, но на-

пряженность поля волны является функ-

цией времени  

  tt  cos)( 0 . 

Это приводит к тому, что барьер конеч-

ной проницаемости попеременно возникает то слева от атома, то справа (см. рис.5.6), 

причем время, на которое барьер открывается, составляет величину порядка половины 

периода электромагнитной волны. Если электрическое поле является низкочастотным, 

то процесс туннелирования происходит практически также как в статическом поле. В 

1964 году Л.В.Келдышем
5
 при рассмотрении задачи о фотоионизации атомов сильным 

электромагнитным полем было показано, что статический туннельный предел реализу-

ется в области значений  

1
2

0





e

mI
     (5.10) 

 ( I  - потенциал ионизации,   - параметр 

Келдыша). При выполнении условия (5.10) 

можно говорить о туннельном механизме 

фотоионизации атомов, т.е. вероятность фо-

тоионизации iw  определяется вероятностью 

туннелирования электрона из атома 





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

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4
exp~~

e
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Dwi .        (5.11) 

При этом существенно, что рассмотренный 

туннельный механизм фотоиоионизации реализуется, в том числе, в инфракрасном диа-

пазоне частот.  

 Экспериментально туннельная ионизация атомов инертных газов в поле излуче-

ния мощного СО2 лазера (длина волны 6.10  мкм) впервые наблюдалась в 1985 году в 

экспериментах С.Л.Чина
6
. 

 Следует заметить, что туннелирование в высокочастотном поле, тем не менее, 

существенно отличается от своего статического аналога. Действительно, при туннелиро-

                                                 
5
 Л. В. Келдыш (1931-2016) – российский физик – теоретик. 

6
 S. L. Chin (р. 1942) – канадский физик – экспериментатор. 

 
Рис.5.5. Ионизация атома в сильном электро-

статическом поле. 

 
Рис.5.6. Туннельная ионизация атома в высо-

кочастотном поле. 
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вании в высокочастотном (оптическом) поле на электрон, вышедший из-под барьера, 

действует изменяющаяся во времени сила со стороны электрического поля волны, кото-

рая «толкает» электрон обратно к родительскому центру. В результате, при определен-

ных значениях фазы электрического поля волны в момент туннелирования, электрон 

может вернуться к родительскому остову и перерассеяться на нем. Можно показать, что 

максимально возможное значение энергии электрона, возвращающегося к родительско-

му центру, составляет pUE  17.3max , где 22

0

2 4  meU p   - колебательная энергия 

свободного электрона в поле электромагнитной волны (более подробно см. Главу 13). 

Эффект перерассеяния электрона на родительском ионе в процессе туннельной иониза-

ции атома в сильном низкочастотном поле излучения был впервые рассмотрен П. Кор-

кумом
7
 в 1993 году и является основой для рассмотрения различных эффектов, возни-

кающих при ионизации атома в сильном лазерном поле. Например, для излучения не-

одимового лазера ( 06.1  мкм) с интенсивностью 14103  Вт/см
2
 получаем, 110max E  

эВ. Рассеяние электрона с такой энергией на родительском ионе может приводить к его 

ионизации и образованию двукратно заряженных ионов, испусканию квантов жесткого 

ультрафиолетового и мягкого рентгеновского излучения. Именно с последним процес-

сом (тормозное испускание коротковолнового излучения при перерассеянии электрона 

на родительском остове) связан прогресс в генерации импульсов аттосекундной дли-

тельности (1 ас = 10
-18

 с). Впервые импульсы аттосекундной длительности были получе-

ны в 2001 году. В настоящее время длительность предельно короткого электромагнитно-

го импульса составляет 67 ас
8
.  

  Туннельный микроскоп. 
Туннельный микроскоп - это прибор (предложен Г. Биннингом

9
 и Г. Рорером

10
 в 

1982 году), предназначенный для изучения свойств электропроводящих поверхностей, в 

основе работы которого лежит туннельный 

эффект. Общий принцип работы 

ного микроскопа ясен из рис.5.7. Основ-

ным элементом туннельного микроскопа 

является металлическое острие (STM tip) с 

радиусом кривизны у вершины вплоть до 1 

Å. При приближении такого острия к про-

водящей поверхности на расстояние 3 – 10 

Å туннельная проницаемость потенциаль-

ного барьера между острием и образцом оказывается конечной и при приложении на-

пряжения к контакту возникает туннельный ток. Обычные его значения составляют 1 – 

10 нА при разности потенциалов от единиц миллиВольт до нескольких Вольт. Вероят-

ность туннелирования, а, следовательно, и величина туннельного тока, экспоненциально 

                                                 
7
 P. Corkum (р. 1943) – канадский физик – экспериментатор. 

8
 Импульс такой длительности получен в 2012 году в университете Центральной Флориды группой проф. 

Чанга.  
9
 G. K. Binnig (р. 1947) – немецкий физик, Нобелевская премия (1986) «За изобретение сканирующего тун-

нельного микроскопа» (совместно с. Г. Рорером). 
10

 H. Rohrer (1933 - 2013) – швейцарский физик, Нобелевская премия (1986), совместно с. Г. Биннингом. 

 
Рис.5.7. Туннельный микроскоп. 
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сильно зависят от ширины зазора между острием и образцом. Поэтому при движении 

иглы микроскопа вдоль поверхности образца с некоторой скоростью величина туннель-

ного тока изменяется, отслеживая изменение рельефа поверхности
11

. Разрешающая спо-

собность микроскопа является уникальной – она достигает величины порядка одного 

ангстрема вдоль поверхности образца и сотых долей ангстрема по высоте рельефа. Тун-

нельный микроскоп позволяет также регистрировать на поверхности локальные области 

с пониженной или повышенной работой выхода. При доступном пространственном раз-

решении оказывается возможным диагностировать молекулярные кластеры и даже еди-

ничные атомы или молекулы, адсорбированные на поверхности. 

 Туннельный эффект: оптическая аналогия. 

 Туннельный эффект представляет собой несомненно загадочное явление с точки 

зрения классической механики. Казалось бы, вероятность обнаружить частицу в области 

классически запрещенного движения противоречит закону сохранения энергии, по-

скольку величина кинетической энергии заведомо положительна. Однако, надо иметь в 

виду, что в каждый момент времени состояние частицы описывается   - функцией, 

волновым полем, причем это состояние заведомо не характеризуется точно определен-

ными значениями кинетической и потенциальной энергии. Экспериментальное обнару-

жение частицы в подбарьерной области, очевидно, предполагает измерение ее коорди-

наты с достаточно высокой точностью, что неизбежно ведет к изменению волновой 

функции системы и сопровождается изменением ее энергии. Важно понимать, что пред-

ставление о туннелировании, как о процессе, в ходе которого некоторое время частица 

находится в подбарьерной области неверно. Такой ситуации соответствовало бы распре-

деление плотности вероятности 
2

 , отличное от нуля только в области классически за-

прещенного движения в течение некото-

рого конечного интервала времени. На 

самом деле область локализации частицы 

в процессе туннелирования всегда значи-

тельно больше ширины потенциального 

барьера, поэтому представление о том, 

что частица находится в подбарьерной 

области, не соответствует действитель-

ности ни для какого момента времени.  

 В то же время установленная нами 

аналогия между движением частицы в 

квантовой механике и волновым процес-

сом в оптике позволяет найти оптический 

аналог явлению туннелирования. Рас-

смотрим явление прохождения световой 

волны через среду с кусочно-

непрерывным показателем преломления, например, систему стеклянных пластинок, раз-

                                                 
11

 На практике, как правило, с помощью обратной связи поддерживают постоянным значение туннельного 

тока, а движение иглы микроскопа отслеживает изменение рельефа поверхности. 

 
Рис.5.8. Оптический аналог туннельного эффек-

та (прохождение пучка света через систему 

стеклянных пластин, разделенных вакуумным 

зазором). 
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деленных вакуумным зазором (см. рис.5.8). Известно, что при падении электромагнит-

ной волны из оптически более плотной среды на оптически менее плотную при опреде-

ленных условиях (угол падения превышает некоторый критический) возникает явление 

полного внутреннего отражения. Такая ситуация как раз может быть реализована на 

границе раздела стекло – вакуум. Свет целиком отражается от границы раздела, однако в 

оптически менее плотной среде возникает осциллирующее поле, экспоненциально спа-

дающее по мере удаления вглубь от границы раздела. При большой ширине вакуумного 

зазора наличие второй стеклянной пластинки никак не скажется на процессе отражения 

от границы раздела. Однако, если вакуумный зазор является достаточно узким (его ши-

рина не должна существенно превышать глубины проникновения электрического поля в 

вакуум), то в пластинке II тем не менее возникнет волновое поле, распространяющееся 

от границы раздела. Рассмотренный эффект полностью аналогичен эффекту квантово-

механического туннелирования. В рамках оптико-механической аналогии вакуумный 

зазор эквивалентен потенциальному барьеру конечной ширины, экспоненциально убы-

вающее электрическое поле – экспоненциально убывающей волновой функции в облас-

ти классически запрещенного движения, а проходящая световая волна через систему 

«стекло – вакуум – стекло» - квантовомеханическому туннелированию частицы.  

 Туннельный эффект и зонная структура спектра в периодическом 

потенциале. 

 Мы уже отмечали, что атом создает для электронов некоторую потенциальную 

яму. Рассмотрим теперь одномерную цепочку атомов, расположенных друг от друга на 

некотором расстоянии d . Если величина d  много больше характерного атомного раз-

мера, то мы имеем совокупность изолированных атомов. Если же мы сближаем атомы 

так, что расстояние между ними оказывается порядка атомного размера, то наша систе-

ма представляет собой простейшую модель кристалла. Характерный вид потенциала 

)(xV  в такой системе имеет вид, изображенный на рис.5.9. Пусть изолированный атом 

характеризуется некоторой системой энергетических уровней. Очевидно, электрон, ло-

кализованный первоначально в одной из потенциальных ям, может протуннелировать в 

соседние ямы. Поэтому время жизни электрона в конкретной яме   оказывается конеч-

ным и определяется длительностью процесса туннелирования. Но тогда в силу соотно-

шения неопределенностей для энергии – времени 

     ~E  

энергия состояния оказывается точно не определена: энергетический уровень размыва-

ется и превращается в энергетическую зону шириной E . Отметим также, что прове-

денные рассуждения показывают, что электрон в периодическом потенциале принадле-

жит не конкретному атому, а делокализован по всему кристаллу. Очевидно, чем выше 

положение исходного энергетического состояния в спектре исходного изолированного 

атома, тем больше вероятность туннелирования, и, следовательно, тем больше ширина 

энергетической зоны. Таким образом, мы приходим к выводу о существовании зонной 

структуры энергетического спектра кристаллов. Дискретные атомные уровни превра-

щаются в разрешенные энергетические зоны, разделенные друг от друга запрещенными 

зонами (см. рис.5.9). Иногда зоны, созданные двумя различными атомными уровнями, 
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могут перекрываться, создавая единую разрешенную энергетическую зону. Зоны, пол-

ностью заполненные электронами, называют валентными, частично заполненные или 

пустые – зонами проводимости. Если при нулевой температуре в отсутствие внешних 

воздействий в кристалле имеется не полностью заполненная зона (т.е. в зоне проводимо 

сти присутствуют электроны), то такой 

образец является металлом. Если зона 

проводимости является пустой, то в за-

висимости от ширины запрещенной зо-

ны, разделяющей верхнюю валентную 

зону и нижнюю зону проводимости, 

образец называют диэлектриком или 

полупроводником. Например, в кри-

сталле алмаза (широкозонный диэлек-

трик) ширина запрещенный зоны со-

ставляет 5 эВ, в кристалле кремния (ти-

пичный полупроводник) – 1.1 эВ. С по-

вышением температуры (мы, конечно, 

говорим о диапазоне температур, не превышающих пороговые значения, при которых 

происходит разрушение кристаллической структуры) в полупроводниках в зоне прово-

димости появляются электроны, которые приводят к способности полупроводника про-

водить электрический ток. Поскольку число электронов в зоне проводимости экспонен-

циально растет с температурой, можно ожидать, что зависимость собственной проводи-

мости полупроводникового материала от температуры также будет экспоненциальной
12

.  

Задачи. 

5.1. Определить величину плотности тока вероятности для состояния 

   ikxBikxAx  expexp)( . 

5.2.  Поток частиц с энергией E  рассеивается на прямоугольной потенциальной сту-

пеньке 





,

,0
)(

0V
xV  

.0

,0





x

x
 Определить вероятности прохождения и отражения. 

Нарисовать графики зависимости 
2

)(x  для случаев «подбарьерного» 0VE   и 

«надбарьерного» 0VE   движения. 

5.3.  Поток частиц с энергией E  рассеивается на прямоугольном потенциальном 

барьере высотой 0V  и шириной a , причем 0VE   (надбарьерное прохождение). 

Определить энергии, при которых вероятность отражения от барьера равна нулю 

(резонанс прозрачности). 

                                                 
12

 Мы использовали здесь термин «собственная проводимость», поскольку на практике полупроводники 

часто легируют, вводя некоторое количество примесных атомов, энергетически уровни которых располо-

жены в запрещенной зоне исходного полупроводника. В зависимости от того, где они располагаются 

(близко к валентной зоне, или зоне проводимости) возникают полупроводники p или n типа, проводимость 

которых может быть значительной уже при комнатных температурах и определяется, прежде всего, уров-

нем легирования.  

 
Рис.5.9. Периодический потенциал. Зонная струк-

тура спектра. 
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5.4.  Поток частиц с энергией E  туннелирует через прямоугольный потенциальный 

барьер высотой 0V  и шириной a , причем 0VE  . Определить зависимость про-

зрачности барьера от его ширины. 

5.5.  Оценить время жизни   - радиоактивных ядер Rn222

86  и U238

92 . Энергии E  выле-

тающих   - частиц соответственно равны 6.6  МэВ и 2.4  МэВ. 
5.7. Частица массы m  находится в потенци-

альной яме, отделенной прямоуголь-

ным потенциальным барьером от об-

ласти инфинитного движения (см. 

рис.5.10), причем выполнены условия 

1/2 22

0 amV , 1/2 22

0 bmV . По-

казать, что вероятность обнаружить 

частицу внутри ямы будет убывать по 

экспоненциальному закону 

)exp(~ tW   и найти величину   - ве-

роятность туннелирования в единицу времени.  

5.8.  Электрон находится в основном стационарном состоянии в прямоугольной по-

тенциальной яме конечной глубины (глубина ямы - 0V , ширина - a ), причем 

1/2 22

0 amV . Оценить скорость (вероятность в единицу времени) туннелиро-

вания электрона из ямы при помещении системы в слабое однородное постоянное 

электрическое поле с напряженностью  . 

5.9. Оценить скорость ионизации атома в низкочастотном электромагнитном поле. 

Указание: Решить предыдущую задачу  в предположении, что электрическое поле 

зависит от времени по закону t sin0 , и провести усреднение по периоду 

колебаний. Получающийся интеграл оценить по методу перевала. 

 

 
Рис. 5.10. К задаче 5.7. 
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 Глава 6. Гармонический осциллятор. 

 Стационарные состояния.  

 Рассмотрим теперь задачу об определении стационарных состояний одномерного 

гармонического осциллятора. Эта задача является одной из важнейших в квантовой тео-

рии. Приближение гармонического осциллятора часто используется в физике молекул 

при изучении колебательного движения молекул, в теории атомного ядра при изучении 

низколежащих ядерных состояний, в различных задачах физики твердого тела и т.д. 

Важно отметить также, что электромагнитное поле также может быть рассмотрено как 

совокупность полевых мод, каждая из которых является гармоническим осциллятором. 

 Пусть потенциальная энергия системы записывается в виде 

     2)( 22 xmxV  , 

где   - частота колебаний. Тогда гамильтониан гармонического осциллятора имеет вид 

    
22

ˆ
22

2

22 xm

dx

d

m
H





.       (6.1) 

Наша задача заключается в определении собственных функций и собственных значений 

оператора Ĥ : 

    





 E
xm

dx

d

m 22

22

2

22
, 

или 

    0)(
2

22

222

2

2












 x

mExm

dx

d


.       (6.2) 

При этом на бесконечности ( x ) волновая функция должна стремиться к нулю. 

Уравнение (6.2) удобно обезразмерить. Вводя новые безразмерные координату ax  и 

энергию 0EE  (  ma  , 20  E ), перепишем (6.2) в виде 

    0)(2

2

2











d

d
.        (6.3) 

Начнем решение задачи с анализа асимптотического поведения волной функции при 

 . При больших значениях   последним слагаемым в (6.3) можно пренебречь, то 

есть: 

    02

2

2






d

d
.         (6.4) 

Это уравнение имеет асимптотику  

)2exp(~ 2 .   
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Действительно )2exp()1( 22   , т.е. для 1  уравнение (6.4) оказывается вы-

полненным. Будем поэтому искать решение уравнения (6.3) в виде 

    )2exp()()( 2 v ,        (6.5) 

где )(v  - некоторая новая неизвестная функция, не меняющая асимптотику функции 

)(  на бесконечности. Подставим представление (6.5) в уравнение (6.3). Тогда учиты-

вая, что 

      )2exp(2)2exp()( 222

2

2








vvvvvv

d

d

d

d
, 

для функции )(v  получим новое уравнение  

    0)1(2  vvv .        (6.6) 

Будем искать решение уравнения (6.6) в виде полинома конечной степени  , т.е. 

    



n

k

k

kav
0

)( .         (6.7) 

Как мы увидим позже, попытка найти решение (6.6) именно в виде полинома, а не бес-

конечного ряда, связана с необходимостью сохранить правильное асимптотическое по-

ведение волновой функции на бесконечности. Подставляя разложение (6.7) в уравнение 

(6.6) и собирая члены при одинаковых степенях  , получим 

    


 
n

k

k

kk akakk
0

2 0)21()1)(2( .      (6.8) 

Поскольку это равенство должно удовлетворяться при любом значении  , получаем 

следующее рекуррентное соотношение между коэффициентами полинома: 

    kk a
kk

k
a

)1)(2(

)1(2
2




 .        (6.9) 

Если известны коэффициенты 0a  и 1a , то остальные можно найти с помощью (6.9). Ряд 

будет конечным, если на некотором слагаемом с номером n  коэффициент na  обратится 

в ноль. Из (6.9) имеем, что это возможно если 

     12  n , 

или переходя к размерным единицам  

    )21(  nEn  ,   ,...2,1,0n     (6.10) 

Условие обрыва ряда не может быть выполнено одновременно и для четных и для не-

четных членов разложения. Поэтому полином (6.9) должен содержать только четные, 

или только нечетные степени  , т.е. 

  ...420  aaa ,    0...31  aa , 

или 

  ...531  aaa ,    0...20  aa . 
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Таким образом, задача решена. Выражение (6.10) определяет энергетический 

спектр гармонического осциллятора, а волновые функции представимы в виде (6.5), где 

функции )(v  есть полиномы, которые легко построить с помощью соотношения (6.9). 

При этом значения коэффициентов 0a  и 1a  должны быть определены из условия норми-

ровки волновой функции.  

Если бы мы искали решение уравнения (6.6) в виде бесконечного ряда, то для 

больших значений k  мы бы получили связь между коэффициентами (см. (6.9)): 

    kk a
k

a
2

2  . 

Такая связь между коэффициентами возникает при разложении функции 









,...4,2,0

2

)!2(
)exp(

k

k

k
, 

то есть приводит к тому, что волновая функция на бесконечности неограниченно возрас-

тает. 

 Полиномы, коэффициенты которых удовлетворяют рекуррентному соотношению 

(6.9), хорошо известны в математике и называются полиномами Эрмита. Приведем яв-

ные выражения для первых нескольких полиномов: 

  1)(0 H ,  2)(1H , 24)( 2

2 H ,  128)( 3

3H ,…  (6.11) 

Все они являются либо четными, либо нечетными функциями  . Значит, в нашем случае 

стационарные состояния опять характеризуются определенной четностью. Об этом 

можно было догадаться, конечно, заранее, т.к. легко видеть, что оператор четности ком-

мутирует с гамильтонианом.  

 Часто бывает удобно использовать и другой способ построения полиномов Эрми-

та: 

    )exp()exp()1()( 22 



n

n
n

n
d

d
H .   (6.12) 

Выпишем также условие ортонормированности полиномов: 

     




 mn

n

mn ndHH !2exp)()( 2 .   (6.13) 

Эти и некоторые другие свойства полиномов Эрмита более подробно обсуждаются в 

Приложении 3. 

Условие (6.13) позволяет записать удовлетворяющие условию нормировки вол-

новые функции стационарных состояний гармонического осциллятора 

     22 2exp)()( axaxHNx nnn  ,    (6.14) 

где нормировочный множитель nN  - определяется как 

     



an

N
n

n

!2

1
.     (6.15) 

 Перейдем теперь к обсуждению свойств полученного решения.  

 Прежде всего отметим, что энергетический спектр осциллятора строго дискрет-

ный, как и у всякой системы совершающей финитное движение. Энергия основного со-
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стояния осциллятора
1
 отлична от нуля: существуют так называемые нулевые колебания, 

их энергия оказывается равна  

     20  E , 

и это минимально возможное значение энергии осциллятора.  

Происхождение нулевых колебаний нетрудно понять на основе соотношения не-

определенностей Гейзенберга. Дейст-

вительно, локализация частицы в об-

ласти размером x  ведет к появлению 

у нее кинетической энергии 
22 )(2~ xmT  . С другой стороны для 

частицы с такой областью пространст-

венной локализации, и находящейся в 

осцилляторном потенциале, величина 

потенциальной энергии будет состав-

лять 2)(~ 22 xmV  . Минимум пол-

ной энергии VTE   достигается для 

вполне определенной пространствен-

ной ширины волнового пакета 

 mx  . Для минимально возможного значения энергии осциллятора при этом по-

лучаем  minE . Это значение всего в два раза отличается от точного значения энергии 

нулевых колебаний осциллятора.  

На рис.6.1 приведено положение нескольких нижних энергетических уровней ос-

циллятора. Для этих же состояний на рис.6.2 представлены распределения плотности 

вероятности 
2

)(x . Важной особенно-

стью энергетического спектра является 

его эквидистантность, т.е. энергетиче-

ское расстояние между любой парой 

уровней одинаково 

   1nn EE . 

При этом, так же как и в ранее рассмот-

ренных задачах, существует ненулевая 

вероятность обнаружить частицу в об-

ласти классически запрещенного дви-

жения.  

 Необходимо отметить, что хотя 

энергия возбужденного состояния ос-

циллятора может быть весьма велика, средние значения координаты и импульса частицы 

оказываются равны нулю. В этом легко убедиться прямым вычислением интегралов 

   dxxxx
2

)( ,   dxxpxp )(ˆ)(* . 

                                                 
1
 Это состояние часто называют вакуумным состоянием осциллятора. 

 
Рис.6.1. Уровни энергии и волновые функции 

гармонического осциллятора. 

 
Рис.6.2. Распределения плотности вероятности 

для нижних стационарных состояний 

гармонического осциллятора. 
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В этом смысле все стационарные состояния соответствуют неподвижной частице. Более 

того, как мы уже ранее отмечали, распределение плотности вероятности 
2

  также не 

зависит от времени. Однако, средние значения кинетической и потенциальной энергии 

отличны от нуля. Действительно
2
, 

  )21(
2

ˆ
2

1
2 2*2 


  ndxp

m
mpT nn

nn


, 

  )21(
22

2 2*
2

22 





  ndxx
m

xmV nn
nn


. 

При этом для квантовомеханических средних оказывается выполненным равенство 

средних значений кинетической и потенциальной энергии 

    2nnn
EVT  ,      (6.16) 

знакомое нам по классической механике. Однако, подчеркнем еще раз, в классике речь 

идет об усреднении по периоду колебательного движения. Выражение (6.16) получено 

для квантовомеханических средних. 

 Нестационарные состояния. 

 А что такое нестационарные состояния осциллятора? Как «увидеть» колебания 

частицы (волнового пакета), аналогичные классическим колебаниям? Для ответа на эти 

вопросы рассмотрим самый простой случай. Пусть в начальный момент времени со-

стояние частицы описывается волновой функцией, которая является суперпозицией двух 

нижних стационарных состояний осциллятора: 

     )()(
2

1
)0,( 10 xxtx  .    (6.17) 

Тогда, в соответствии с общим способом решения нестационарного уравнения Шредин-

гера, рассмотренным в Главе 3, волновая функция системы, удовлетворяющая нестацио-

нарному уравнению Шредингера и описывающая эволюцию состояния во времени, за-

пишется виде 

   














 








 


2

3
exp)(

2
exp)(

2

1
),( 10

t
ix

t
ixtx .  (6.18) 

Для плотности вероятности ),( tx  получаем 

  txxxxtxtx  cos)()()(
2

1
)(

2

1
),(),( 10

2

1

2

0

2
.  (6.19) 

Первые два слагаемых в (6.19) не зависят от времени и дают некоторое статическое рас-

пределение плотности вероятности, однако третье слагаемое показывает, что плотность 

вероятности в системе перетекает из одной пространственной области в другую, причем 

это перетекание происходит с частотой колебаний классической частицы. Чтобы еще 

более полно установить аналогию с классикой, найдем среднее значение координаты 

частицы 

                                                 
2
 Эти интегралы легко вычисляются с учетом формул, приведенных в Приложении 3. 
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txdxtxxxxxdxtxxtx 







  coscos)()()(

2

1
)(

2

1
),()( 0110

2

1

2

0 , (6.20) 

где  

    madxxxxx 22)()( 1001  . 

Этот интеграл легко вычисляется с использованием формул Приложения 3. Мы получи-

ли, что частица совершает колебательное движение с частотой классических колебаний 

и амплитудой  mx 201  .  

 Когерентные состояния и переход к классическому описанию. 

 Среди бесконечно большого числа нестационарных состояний осциллятора осо-

бый интерес представляет так называемое когерентное состояние осциллятора. Как мы 

увидим в дальнейшем, по своим свойствам это состояние наиболее близко к классиче-

ским представлениям о гармоническом осцилляторе, как об объекте совершающим ко-

лебательное движение по закону  

    )cos(0  txx . 

 Рассмотрим следующее состояние частицы в гармоническом потенциале 

   
 












 2

0210 )(
2

1
exp

1
)( axxp

i

a
x


.    (6.21) 

Такое состояние, очевидно, описывает гауссов волновой пакет с шириной, равной ши-

рине основного (вакуумного) состояния осциллятора, но характеризующийся средним 

значением импульса 0pp  . Состояние (6.21) не является стационарным, однако, как и 

любое другое состояние, оно может представлено в виде суперпозиции стационарных 

состояний (6.14): 

    )()(0 xCx n

n

n  . 

Для коэффициентов разложения имеем 

   










 2

00

* )(exp)(
!2

1
)()( axxp

i
axH

na
dxxxC n

n
nn


. (6.22) 

Используя представление полином Эрмита в виде (6.12) и выполняя замену переменных 

ax , перепишем (6.22) в виде 

    














 d

d

d
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n
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n
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)exp(
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1 2

0


.   (6.23) 

Выполняя n - кратное интегрирование по частям, перепишем (6.23) в виде 

    












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i
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n
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
.   (6.24) 

Выражение (6.24) сводится к интегралу Пуассона, в результате получим 
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     














2
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
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n
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n ,     (6.25) 

или  

   )exp(
!

2
n

n
C

n

n 


 ,       (6.26) 

где 22

0 2)( ap .  

 Распределение (6.26) представляет собой распределение Пуассона, причем пара-

метр   представляет собой среднее число квантов по распределению (6.26), то есть  

    
n

nCnn
2

.       (6.27) 

Вычисление среднего от квадрата числа квантов
3
 2n  дает 

    22n .        (6.28) 

Вычисляя дисперсию числа квантов по распределению (6.26), найдем 

   nnnDn 
22 .      (6.29) 

При этом относительная неопределенность числа квантов в когерентном состоянии есть 

nnDnnn n 1  . 

Как видно, при больших n  эта величина оказывается мала. 

Рассматриваемое нами нестационарное состояние принято называть когерентным 

состоянием гармонического осциллятора. Средняя по квантовому состоянию энергия 

этого состояния связана со средним числом квантов очевидным соотношением
4
 

    
n

n

n

nCnE )21()21(
2

 .   (6.30) 

 Остановимся теперь на изучении временной эволюции когерентного состояния, 

заданного в виде (6.21). Представляя решение нестационарного уравнения Шредингера в 

виде разложения по собственным состояниям гамильтониана (6.1) и используя выраже-

ние (6.24), получим 
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Перегруппировывая слагаемые 
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3
 Утверждения (6.27) и (6.28) доказываются в любом учебнике по теории вероятностей, например, 

Ю.П.Пытьев, И.А.Шишмарев «Курс теории вероятностей и математической статистики для физиков», М.: 

Из-во МГУ, 1983  

4
 Здесь мы используем условие 1

2
 nC . 
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и учитывая известное разложение 
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            (6.31) 

Решению (6.31) соответствует распределение плотности вероятности 
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Нетрудно видеть, что в рассмотренном случае средние значения координаты и импульса 

осциллируют по гармоническому закону 

   

,cos)(

,sin)(

0

2

0

tptp

t
ap

tx




        (6.33) 

совпадающему с классическим законом движения для частицы с начальными значения-

ми импульса и координаты равными нулю и 0p  соответственно. Действительно, вспо-

миная, что  ma 2 , замечаем, что амплитуда колебательного движения частицы есть 

 mpx 00 , что и соответствует классической теории.  

 Явный вид выражения (6.32) показывает, что в процессе осцилляций сохраняется 

не только начальная гауссова форма волнового пакета, но и его ширина. Поэтому дис-

персии координаты и импульса для когерентного состояния осциллятора не зависят от 

времени и равны соответственно 
222 2,2 aDaD px   своим значениям в основном 

(вакуумном) состоянии. Если квантовые неопределенности координаты и импульса ма-

лы по сравнению с их амплитудными значениями, то есть  

0xa  , 0pa  ,      (6.34) 

то фактически движение волнового пакета сводится к движению материальной точки, с 

нулевой начальной координатой и начальным значением скорости, равным mp0  (см. 

выражения (6.33)). Поскольку неравенства (6.34) фактически эквиваленты условию 

1n , то можно сказать, классическая картина движения возникает для когерентного 

состояния осциллятора с большим средним числом квантов. 

 Выражения (6.33) заметно проще получить из уравнений движения для операто-

ров импульса и координаты в представлении Гейзенберга. Действительно, для одномер-

ного гармонического осциллятора уравнения (3.116) для гейзенберговских операторов 

импульса и координаты имеют вид 

   mtpx
dt

d
txmp

dt

d
GGGG )(ˆˆ),(ˆˆ 2  . 
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Решая эту систему линейных уравнений, получаем 

  

.sinˆcosˆ)(ˆ

,sinˆ
1

cosˆ)(ˆ

txmtptp

tp
m

txtx

G

G







      (6.35) 

Здесь px ˆ,ˆ  - «обычные» операторы импульса и координаты в шредингеровском пред-

ставлении. Для определения квантовомеханических средних операторами, заданными 

через (6.35), подействуем на волновую функцию вида  

  
 












 2

00210 ))((
2

1
exp

1
)( axxxp

i

a
x


.     (6.36) 

Для этого состояния 0xx  , 0pp  . Тогда из (6.35) сразу получаем: 

  

.sincos)(

,sin
1

cos)(

00

00

txmtptp

tp
m

txtx







     (6.37) 

В частности, если 00 x  а  ma 2 , что соответствует состоянию (6.21), из (6.37) по-

лучаем найденное нами ранее решение (6.33). 

 Аналогично из (6.35), (6.36) находим дисперсии координаты и импульса в зави-

симости от времени 

  

.sin
2

cos
2

)(

,sin
1

2
cos

2
)(

22
2

2

2

2

2

222

2
2

2

tm
a

t
a

tD

t
ma

t
a

tD

p

x












    (6.38) 

В частности, если  ma 2 , из (6.38) имеем 222 2,2 aDaD px  , то есть для коге-

рентного состояния осциллятора дисперсии координат и импульса не меняются во вре-

мени. Этот результат был уже нами получен в рамках представления Шредингера. Од-

нако, рассматриваемый пример является иллюстрацией того, что конкретную задачу 

можно решить проще переходя к представлению Гейзенберга. 

 Итак, мы видели, что движение волнового пакета, подобное движению классиче-

ской частице в осцилляторном потенциале, возникает только в нестационарном состоя-

нии. В этом смысле стационарные состояния являются чисто квантовыми и не имеют 

аналога в классической механике.  

Можно, однако, попытаться сопоставить квантовомеханические плотности веро-

ятности, соответствующие стационарным состояниям, и распределение вероятности об-

наружить классический осциллятор в некотором определенном положении в случайный 

момент времени. Пусть классическая частица совершает колебательное движение по за-

кону 

    txx  cos0 . 

Тогда в интервале координат ),( dxxx  частица находится в течение времени dt  
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 200 1 xxx

dx

x

dx
dt





. 

Поскольку частица проходит все возможные значения своего положения за половину 

периода, то вероятность обнаружить ее в интервале ),( dxxx   есть 

    
 200 1

2

xxx

dx

T

dt
dW


 .    (6.39) 

Как видно, максимальная вероятность для классического осциллятора достигается вбли-

зи точек поворота. Это понятно: вблизи точки поворота скорость частицы мала, и по-

этому она там долго находится. Величина 

    
 200 1

1
)(

xxx
xcl


  

в некотором смысле является классической плотностью вероятности и может быть со-

поставлена с квантовомеханическим значением 
2

)(x . Зависимости )(xcl  и 
2

)(x , 

соответствующие состояниям с определенным значением энергии, представлены на 

рис.6.3. Как видно, для малых квантовых чисел поведение кривых существенно различ-

но. Однако для больших n  (для сильно возбужденных состояний) усредненная кривая 

для распределения плотности вероятности квантовомеханического осциллятора хорошо 

согласуется с кривой для классического осциллятора. 

 Следует, однако, отметить еще раз, что рассмотренное соответствие достаточно 

условно. Стационарные состояния квантовой системы не имеют классического аналога. 

Для классической частицы мы имеем зависимости координаты и импульса частицы от 

времени )(tx  и )(tp , в то время как квантовомеханические средние x  и p  не зависят 

от времени и равны нулю для любого стационарного состояния
5
. В рассматриваемых 

нами стационарных состояниях плотность тока вероятности также равна нулю, то есть 

                                                 
5
 Следует оговориться. Именно основное состояние квантовой системы (в данном случае, гармонического 

осциллятора) по своим свойствам наиболее близко к состоянию классического осциллятора с минималь-

ным значением энергии. Действительно, в классической механике состоянию с минимальной энергией 

соответствует ситуация, когда частица покоится на дне потенциальной ямы, то есть 0)( tx  и 0)( tp .  

В квантовой теории основному состоянию соответствует волновой пакет с нулевыми средними значения-

ми координаты и импульса, делокализованный вблизи начала координат. С точностью до квантовой неоп-

ределенности значений координаты и импульса (и возникающей вследствие этого энергии нулевых коле-

баний) такое состояние как раз соответствует частице, «лежащей» на дне потенциальной ямы. 

 
Рис.6.3. Классические и квантовые распределения плотности вероятности. 
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отсутствует перетекание плотности вероятности из одной точки пространства в другую. 

Такая картина не имеет ничего общего с гармоническими колебаниями классической 

частицы в осцилляторном потенциале, также как и с колебаниями квантового волнового 

пакета, который всегда можно представить в виде суперпозиции некоторого количества 

стационарных состояний системы. 

«Сжатый» вакуум. 

 Среди нестационарных состояний гармонического осциллятора в настоящее вре-

мя большой интерес представляют собой так называемые «сжатые» состояния осцилля-

тора и, в частности, состояние «сжатого» вакуума
6
. 

 «Сжатые» состояния осциллятора описываются волновой функцией вида 

      22

0 )(2expexp
1

)( 


 axxi
a

x     (6.40) 

(  ma 2 ), зависящей от двух параметров   и  . Очевидно, случай 0 , 1  соот-

ветствует основному (вакуумному) состоянию осциллятора, а случай 0 , 1  - коге-

рентному состоянию. Особенностью состояния, описываемого волновой функцией вида 

(6.40), является то, что при 1  дисперсия координаты оказывается существенно 

меньше, чем в вакуумном или когерентном состояниях 222 aDx . Для дисперсии им-

пульса имеем )2( 222  aDp  , что, наоборот, существенно превышает величину дис-

персии, соответствующей вакуумному или когерентному состояниям. При этом, конеч-

но, удовлетворяется соотношение неопределенностей  

     42px DD . 

Для анализа изменения средних значений импульса и координаты, а также их дисперсий 

опять удобнее воспользоваться представлением Гейзенберга. Можно показать (см. зада-

ча 6.9), что в процессе временной эволюции состояния (6.40) дисперсии координаты x  и 

импульса p  осциллируют с удвоенной частотой электрического поля, так что через по-

ловину периода возникнет состояние с )2( 22  aDx  и )2( 222 aDp   . В этом смысле 

«сжатые» состояния с параметрами   и 1  оказываются физически эквивалентными. 

Параметр K  (если 1 ), или 1K  (если 1 ) принято называть параметром 

«сжатия» состояния осциллятора. 

Среди «сжатых» состояний гармонического осциллятора особый интерес пред-

ставляет в состояние «сжатого» вакуума. Это состояние описывается функцией (6.40) с 

параметрами 0  и 1 , то есть отличается от основного (вакуумного) состояния 

лишь шириной распределения величины x : 

 22 )(2exp
1

)( 


 ax
a

xsqv     (6.41) 

                                                 
6
 Такие состояния, как состояния моды электромагнитного поля, в настоящее время широко рассматрива-

ются в квантовой оптике. 
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Хотя средние значения импульса и координаты в этом состоянии также равны нулю для 

любого момента времени, энергия состояния «сжатого» вакуума в случае 1  или 

1  оказывается велика. Действительно, вычисляя по волновой функции (6.41) вели-

чину средней по квантовому состоянию энергии  

        )2(12
2

22 





E ,     (6.42) 

и вводя среднее число квантов поля в произвольном состоянии поля с помощью соот-

ношения  

     21 nE  ,      (6.43) 

из (6.42) и (6.43) получим связь коэффициента «сжатия» со средним числом квантов  

     21
4

1
n .      (6.44) 

Разложение состояния «сжатого» вакуума» )(xsqv  по стационарным состояниям дает  

     
n

nnsqv xCx )()( 22 .     (6.45) 

Отличными от нуля оказываются только четные члены разложения, а все нечетные ко-

эффициенты равны нулю, в частности, 
n


1

12

0  (см. задача 6.7)).   

Распределения 
2

nC по числу квантов для когерентного состояния и состояния «сжато-

го» вакуума для среднего чис-

ла квантов 100n  представ-

лены на рис.6.4. Дисперсии 

числа квантов в когерентном 

состоянии и в состоянии «сжа-

того вакуума» есть nDcoh   

и  nnD sqv 
2

2  соответ-

ственно. При больших значе-

ниях n  имеем cohsq DD  , 

то есть в сжатых состояниях 

аномально велика вероятность 

обнаружить число квантов, 

существенно отличающееся 

(как в большую, так и в мень-

шую сторону) от среднего зна-

чения. 

Задачи. 

6.1. Определить средние значения кинетической и потенциальной энергии в произ-

вольном стационарном состоянии линейного гармонического осциллятора. 
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Рис.6.4. Распределения по числу квантов для когерентного 

состояния (1) и состояния «сжатого» вакуума (2) гармони-

ческого осциллятора. 
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6.2.  Волновая функция частицы, находящейся в осцилляторном потенциале 

2/22xmV  , имеет вид 

а) ))/(
2

1
exp()( 22 axAxx  ; б) ))/(

2

1
exp()( 23 axAxx  ;    ma  . 

Определить, какие значения энергии и с какой вероятностью в этих состояниях 

могут быть измерены. 

6.3.  Определить энергетический спектр и волновые функции стационарных состоя-

ний системы связанных линейных гармонических осцилляторов с гамильтониа-

ном 2

2121 )( xxHHH 


, где 2/22

0 iii xmTH 


 - гамильтониан гармони-

ческого осциллятора с частотой 0 ,   - константа связи. 

6.4.  Определить энергии стационарных состояний заряженной частицы, находящейся 

в гармоническом потенциале 222xmU  , в присутствие внешнего однородного 

постоянного электрического поля. 

6.5.  Волновая функция частицы, находящейся в гармоническом потенциале, в мо-

мент времени 0t  определяется выражением 

        










 2)(

2

1
exp)1(

1
32)( axax

a
x , 

где  ma /2  . Определить среднее значение координаты частицы, как функцию 

времени. 

6.6.  Воспользовавшись теоремой Эренфеста, показать, что для произвольного на-

чального состояния средние значения координаты и импульса )(tx  и )(tp  

удовлетворяют классическому закону движения. 

6.7. Для состояния «сжатого» вакуума со средним числом квантов равным n  найти 

вероятность обнаружить осциллятор в основном состоянии. 

6.8. Определить дисперсию числа квантов в состоянии сжатого» вакуума со средним 

числом квантов равным n . 

6.9. Определить зависимости от времени для средних значений импульса и координа-

ты, а также дисперсии импульса и координаты гармонического осциллятора. В 

начальный момент времени волновая функция частицы есть: 

   22 2expexp
1

)( bxxi
b

x 


 . 
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Глава 7. Стационарные состояния в центрально - сим-

метричном поле. Задача Кеплера. 

Задача об определении стационарных состояний частицы в центрально-

симметричном потенциале является важнейшей для атомной физики, поскольку любой 

атом, и в том числе простейший – атом водорода, представляет собой систему с цен-

тральной симметрией. Эта же задача важна и в физике атомного ядра, поскольку в пер-

вом приближении нуклоны в ядре также движутся в центральном поле. 

Пусть поле внешних сил описывается 

центральным потенциалом )( rVV


 , потенци-

ал зависит лишь от удаления частицы от сило-

вого центра. В частном случае 

       
r

Ze
V

2

               (7.1) 

такой потенциал описывает взаимодействие 

электрона с атомным ядром с зарядом Z . 

 Общая постановка задачи. 

Для задач с центральной симметрией 

удобно использовать сферическую систему координат, в которой положение частицы 

описывается длиной радиус-вектора r  и двумя углами   и   (см. рис.7.1). Запишем по-

этому стационарное уравнение Шредингера в виде: 

  ),,(),,()(),,(
2

2
2

 rErrVr
m


.   (7.2) 

Прежде чем приступить к решению задачи на собственные значения (7.2) обратим вни-

мание на то, что в случае поля с центральной симметрией оператор Гамильтона комму-

тирует с оператором квадрата момента количества движения 2L̂  и оператором его z  - 

проекции zL̂ , то есть 

      0ˆ,ˆ 2 LH ,     0ˆ,ˆ zLH .    (7.3) 

Эти равенства легко получаются прямым вычислением коммутаторов, если вспомнить, 

что  

2

2
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2
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rrmm
T 
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   
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




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





















  2

2

2

222

sin

1
sin

sin

1ˆ  L ,   (7.4) 

      iLz
ˆ , 

 
Рис.7.1. Сферическая система координат. 
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и учесть, что потенциал не зависит от углов   и  . Вспомним также, что оператор 2L̂  

коммутирует с оператором любой из проекций момента, в том числе, с zL̂ : 

        0ˆ,ˆ2 zLL . 

Это значит, что в произвольном центрально-симметричном поле можно найти такие со-

стояния, в которых сразу три физических величины, а именно энергия, квадрат момента 

количества движения и его проекция на ось z  имеют точно определенные значения. 

Именно к нахождению таких состояний мы сейчас и перейдем. При этом найденные на-

ми решения задачи (7.2) будут справедливы для любого центрального поля. Затем более 

подробно мы остановимся на особенностях решения задачи для случая кулоновского по-

тенциала (7.1) 

 Наличие центральной симметрии потенциала позволяет искать решение задачи 

(7.2) методом разделения переменных 

    ),()(),,(  YrRr ,     (7.5) 

где соответственно )(rR  - радиальная, а ),( Y  - угловая волновые функции. Подставим 

разложение (7.5) в уравнение (7.2). Получим: 

       ),()(),()()(),()(
2

)(
1

),(
2 2

2

2

22

  YrERYrRrVYrR
mr

rrR
dr

d

r
Y

m



, 

откуда после несложных преобразований находим: 

   
),(

),(
))((

2
)(

)( 2

2

2

2








Y

Y
rVE

mr
rrR

dr

d

rR

r 


.   (7.6) 

Левая часть уравнения (7.6) зависит только от радиальной координаты, в то время как 

правая – только от совокупности угловых координат. Следовательно, каждая из частей 

уравнения есть некоторая константа  . Тогда имеем 

    ),(),(   YY .     (7.7) 

Решение задачи (7.7) в математике хорошо известно: это сферические функции mY , 

причем )1(   . Здесь   - любое целое неотрицательное число, т.е. ,...2,1,0 , а m  

для каждого   пробегает целочисленный набор значений от   до  :  ,...2,1,0m , 

всего 12   значений.  

 С физической точки зрения уравнение (7.7) представляет собой задачу на собст-

венные значения оператора квадрата момента количества движения:  

    mm YYL   )1(ˆ 22  ,      (7.8) 

т.е. сферическая функция mY  определяет состояние с точно определенным значением 

квадрата момента количества движения, причем 

    )1(22  L .      (7.9) 
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Свойства сферических функций хорошо изучены. Общее представление для mY  

имеет следующий вид 

    )exp()(cos),( )(  imPY m

m  ,    (7.10) 

где )(cos)( mP  - присоединенный полином Лежандра. В частном случае 0m  присое-

диненные полиномы превращаются в обычные полиномы Лежандра )(cosP . Приведем 

явные выражения для первых нескольких сферических функций (без учета нормировки): 

  1),(00 Y   

   cos),(10Y ,         )exp()sin(),(1,1  iY , 

)1)(cos3(
2

1
),( 2

0,2 Y ,   )exp()cos()sin(3),(1,2  iY  ,  

)2exp()(sin3),( 2

2,2  iY  . 

Некоторые свойства сферических функций, а также полиномов Лежандра и присоеди-

ненных полиномов обсуждаются в Приложении 4.  

 Нетрудно видеть, что сферические функции являются также собственными функ-

циями оператора z  - проекции момента количества движения с собственным значением 

m . Действительно 

   ),(),(),(ˆ 



 mmmz mYYiYL   , 

поэтому квантовое число m  определяет величину zL  в состоянии, описываемом функ-

цией mY . Таким образом, мы нашли состояния, в которых величина квадрата момента и 

его z  - проекции имею точно определенные значения. Такие состояния описываются 

сферическими функциями ),( mY , при этом  

    )1(22  L , mLz  , 

причем ,...2,1,0 ,  ,...2,1,0m . 

 Введенные нами сферические функции удовлетворяют следующему условию 

нормировки 

     ''

*

'' ),(),( mmmmm NdYY   .     

Здесь  

    
)!(

)!(

12

4

m

m
N m
















. 

В дальнейшем нам будет удобно использовать нормированные на единицу сферические 

функции, т.е. 

      1),(
2
dY m .      (7.11) 
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Такие функции отличаются от введенных ранее умножением на численный множи-

тель
)!(

)!(

4

12

m

m










. В дальнейшем мы сохраним для этих функций то же обозначение 

mY . 

 Что касается двух других проекций момента количества движения, то в рассмат-

риваемых нами состояниях они не имеют точно определенного значения
1
. В этом смыс-

ле в квантовой теории вектор момента импульса не имеет строго определенного направ-

ления в пространстве. Точно известны лишь его длина и проекция на одну из осей (на-

пример, ось z )
2
. Можно показать, что для любого состояния ),( mY  средние значения 

двух других проекций равны нулю: 

    0 yx LL . 

Вычислим теперь дисперсии 2

xL  и 2

yL . Полагая, что вследствие симметрии задачи 

эти дисперсии равны между собой, и используя очевидное соотношение 

    2222 LLLL zyx  , 

получим 

  2
2

22 )1(
2

mLL yx  


.  

Как видно, максимальное значение дис-

персии измеряемых значений x - и y - про-

екций момента импульса реализуется для 

состояния с 0zL , а минимальное – для 

состояния с максимально возможной ве-

личиной zL . В этом случае:  

  


2

2
22  yx LL . 

В случае 1  для состояния Y  имеем 

1
1

2


L

Lx

.   

Поскольку, как уже отмечалось, в этом состоянии 0 yx LL , то в предельном слу-

чае 1  и m  реализуется классический случай: вектор момента имеет определен-

ное направление в пространстве (направлен вдоль оси z ).  

                                                 
1
 Это утверждение справедливо для всех состояний с ненулевым значением орбитального квантового чис-

ла. В случае 0  все три проекции орбитального момента имеют точно определенное значение, равное 

нулю.  
2
 Можно, конечно, построить набор состояний с заданной величиной проекции момента на любую ось, 

например, на ось x. В этом случае проекция на ось z не будет иметь точно определенного значения. 

 
Рис.7.2. Угловые распределения плотности 

вероятности для s – и p – состояний. 
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 Договоримся теперь о следующей терминологии. Квантовое число   будем назы-

вать орбитальным квантовым числом. Оно задает значение квадрата момента количества 

движения. Обычно состояния с различными значениями   обозначают буквами латин-

ского алфавита. Состояние с 0  называют s -состоянием, с 1  - p -состоянием, 

2  - d -состоянием, 3  - f -состоянием, и далее по латинскому алфавиту
3
: 

 
,...,,,,,

,...5,4,3,2,1,0

hgfdps


 

Например, когда говорят о p -электроне, 

то это означает, что электрон находится в 

состоянии с орбитальным квантовым чис-

лом равным единице.  

 Величина 
2

),()(  mY  опре-

деляет угловое распределение электронной 

плотности в состоянии с заданным  . Как 

видно, это распределение характеризуется 

аксиальной симметрией. Распределения 

угловой плотности для s - и p - состояний 

с различными z - проекциями момента 

( 1,0 m ) приведены на рис.7.2. Анало-

гичные распределения для d  - состояний с различными значениями проекций углового 

момента приведены на рис.7.3. 

 Отметим еще одно важное свойство состояний в центрально – симметричном по-

ле. Эти состояния также характеризуются определенной четностью. Действительно, ин-

версия координаты rr


  означает, что сферические координаты точки ),,( r  пре-

образуются в ),,( r . Поскольку сферическая функция ),( mY  обладает свой-

ством 

    ),()1(),(  mm YY 


 , 

то все состояния с четным значением орбитального квантового числа (s, d, g,…) харак-

теризуются положительной четностью, а состояния с нечетным значением   (p, f, h,…) – 

отрицательной четностью. 

 Завершим теперь решение задачи на собственные значения и собственные функ-

ции оператора Гамильтона. С учетом решения задачи для угловой части оператора Лап-

ласа, из (7.6) получим уравнение для радиальной волной функции )(rR : 

    )()()()(
2

)1(
)(

1

2 2

2

2

22

rERrRrVrR
mr

rrR
dr

d

rm






.   (7.12) 

Вводя новую функцию  

    )()( rrRru  , 

                                                 
3
 Происхождение такой терминологии обусловлено названием серий в спектрах атомов щелочных метал-

лов и будет обсуждаться позже. 

 
Рис.7.3. Угловые распределения плотности  

вероятности для d – состояний. 
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получим 

   )()()(
)(

2 2

22

rEururV
dr

rud

m
eff 


,     (7.13) 

где  

 .   
2

2

2

)1(
)()(

mr
rVrVeff





.     (7.14) 

Таким образом, для функции )(ru  имеем обычное одномерное уравнение Шредингера, 

но с эффективным потенциалом. Добавку 22 2)1( mr  называют центробежным по-

тенциалом. Точно такое же слагаемое 22 2mrL  возникает и в решении классической за-

дачи о движении в центрально симметричном поле. Именно этот потенциал «отжимает» 

частицу от центра, препятствуя ее падению на силовой центр. Квантовая специфика за-

ключается только в том, что квадрат момента количества движения принимает строго 

определенный дискретный набор значений.  

Как видно, вследствие центральной симметрии задачи эффективный потенциал 

)(rVeff  не зависит от магнитного квантового числа. Это означает, что состояния с задан-

ным  , но различными m , описываются одним и тем же радиальным волновым уравне-

нием. Следовательно, такие состояния характеризуются одинаковыми радиальными 

волновыми функциями и имеют совпадающий набор энергетических уровней. Таким 

образом, состояния с заданным  , но различными m , оказываются вырождены по про-

екции орбитального момента, причем кратность вырождения 12  g . Это очень важ-

ная особенность решения задачи (7.2) в произвольном центрально-симметричном поле. 

 Задача Кеплера. 

Перейдем теперь к более подробному обсуждению случая кулоновского потен-

циала. В этом случае эффективный потенциал, в котором происходит радиальное дви-

жение частицы, записывается в виде 

2

22

2

)1(
)(

mrr

Ze
rVeff





.     (7.15) 

Графики функций для различных значений   приведены на рис.7.4. Для s -состояний 

эффективный потенциал совпадает с кулоновским, для состояний с ненулевым момен-

том в области малых r  возникает центробежный барьер, тем больший, чем больше зна-

чение орбитального квантового числа.  

 Наша задача теперь проанализировать решение радиального уравнения (7.13) с 

потенциалом (7.15). Решение задачи можно искать как в области отрицательных значе-

ний энергии 0E , так и при 0E . Мы ограничимся рассмотрением только случая 

0E , соответствующего связанному состоянию частицы в кулоновском потенциале
4
. 

 Обезразмерим уравнение (7.13). Вводя 0ar  и RyE  (здесь 22

0 mea   - 

боровский радиус, 2

0

2 2maRy  ), перепишем уравнение (7.13) в виде 

                                                 
4
 В случае положительного значения энергии возникает непрерывный энергетический спектр. Решение 

уравнения (7.13) можно найти для любого 0E . 
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
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ud 

              (7.16) 

 Установим, прежде всего, асим-

птотическое поведение радиальной 

волновой функции )(u  в области 

больших значений  . В этой об-

ласти уравнение (7.16) имеет вид 

 )()(  uu , 

откуда находим 

      exp~)(u .          (7.17) 

С другой стороны, в области малых   ( 0 ) наиболее существенным оказывается 

центробежный потенциал. Поэтому в этой области имеем: 

    0)(
)1(

)(
2





 uu


. 

Ограниченное в точке 0  решение этого уравнения имеет вид  

     1~)(  u .      (7.18) 

С учетом асимптотик (7.17) и (7.18) решение радиального уравнения (7.16) следует ис-

кать в виде 

       exp)()( 1vu  ,      (7.19) 

где  . При этом функция )(v  должна быть полиномом конечной степени rn : 

    



rn

k

k

kCv
0

)( . 

Как и в случае гармонического осциллятора, это условие может быть выполнено лишь 

для строго определенных значений  , определяемых из условия 

     Znr 1 .          (7.20) 

Здесь ,...2,1,0rn - степень полинома и называется радиальным квантовым числом. Из 

(7.20) получаем 

    
2

2

)1( 


rn

RyZ
E .      (7.21) 

Вводя главное квантовое число 1 rnn , перепишем (7.21) в виде 

    
2

2

n

RyZ
En  .       (7.22) 

Здесь n  принимает положительные целочисленные значения ,...3,2,1n  При этом вид-

но, что значения орбитального квантового числа изменяются в следующих пределах 

 
Рис.7.4. Эффективный потенциал, в котором 

происходит радиальное движение частицы. 
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.1,...,2,1,0  n  Полученное выражение для уровней энергии водородоподобного иона в 

точности совпало с предсказаниями теории Бора. При этом состояния с различными  , 

принадлежащими одному и тому же значению n , оказываются вырожденными, т.е. в 

случае кулоновского поля возникает дополнительное «случайное» вырождение по орби-

тальному квантовому числу. Учитывая также вырождение уровней по проекции орби-

тального момента, легко определить кратность вырождения состояний с данным значе-

нием главного квантового числа  

    2
1

0

)12( ng
n






 .      (7.23) 

Таким образом, основное состояние s1  является невырожденным, состояния s2  и p2  

имеют одинаковую энергию, кратность вырождения равна четырем (существует три 

p состояния, отличающихся значением маг-

нитного квантового числа). Далее имеется 

набор состояний s3 , p3  и d3  (их всего де-

вять – одно s -, три p - и пять d -состояний), 

также имеющих одинаковое значение энер-

гии. Энергетическая диаграмма нижних со-

стояний в атоме водорода (или водородопо-

добном ионе) приведена на рис.7.5. 

 Вернемся теперь к обсуждению ради-

альных волновых функций в задаче Кеплера. 

Полиномы )(v , через которые выражается 

решение уравнения (7.16) называются обобщенными полиномами Лагерра, и их свойст-

ва хорошо изучены в математике. Эти полиномы могут быть определены как 

 )exp()exp()( 


  sq

s

s
qq

s
d

d
L .    (7.24) 

Тогда общее выражение для радиальной волновой функции )(rRn  имеет следующий 

вид: 

   )2(exp)( 0

12

1

0

naZrL
na

Zr
rNrR nnn













 




 ,   (7.25) 

где нормировочный коэффициент nN  определяется из условия нормировки.  

Таким образом, задача об определении волновых функций стационарных состоя-

ний решена. Волновая функция частицы в центрально симметричном поле характеризу-

ется тремя квантовыми числами mn ,,  и может быть представлена в виде 

    ),()(),,(  mnmn YrRr  ,    (7.26) 

в случае кулоновского поля радиальные функции )(rRn  представимы в виде (7.25). При 

этом квантовые числа могут принимать следующий набор значений  

 
Рис.7.5. Диаграмма энергетических уровней 

атома водорода. 
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Нормировочный коэффициент nN  должен быть определен из условия:  

      122
drdrmn .      (7.27) 

С учетом представления (7.26), поскольку мы договорились использовать нормирован-

ные на единицу сферические функции, условие нормировки радиальных функций запи-

сывается в виде 

    1)(
0

22 


drrrRn .      (7.28) 

Здесь мы учли, что обобщенные полиномы Лагерра являются действительными функ-

циями. 

 Приведем явные выражения для радиальных волновых функций нескольких ниж-

них энергетических состояний: 

  s1      0

23

010 exp2)( aZraZrR  , 

  s2      00

23

020 2exp)21(22)( aZraZraZrR  ,  (7.29) 

  p2      00

23

021 2exp22
3

2
)( aZraZraZrR  . 

Графики этих функции приведены на рис.7.6. Важной особенностью рассмотренных на-

ми состояний является то, что все состояния с отличным от нуля орбитальным моментом 

обращаются в нуль в начале координат, причем, чем больше значение орбитального мо-

мента, тем больше электронная плотность оказывается «отжата» от ядра центробежным 

потенциальным барьером. Для s - состояний потенциальный барьер отсутствует, в ре-

зультате волновая функция оказывается отлична от нуля в начале координат. Это приво-

дит к тому, что именно структура s  - состояний оказывается наиболее чувствительной к 

особенностям потенциала вблизи центральной точки, поскольку существует ненулевая 

 
Рис.7.6. Радиальные волновые функции атома водорода. 
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вероятность обнаружить частицу в малой области пространства вблизи силового центра. 

Фактически в таких состояниях атомный электрон с некоторой вероятностью может ока-

заться внутри атомного ядра, что делает необходимым учитывать его неточечность при 

точном расчете положения s - уровней. В дальнейшем мы рассмотрим целый ряд эффек-

тов, обусловленных, в конечном счете, этой особенностью состояний с нулевым значе-

нием орбитального момента. 

 Выпишем в явном виде также волновую функцию 1s состояния электрона в водо-

родоподобном ионе с зарядом Z. Принимая во внимание, что нормированная сфериче-

ская функция s – состояния есть 




4

1
),(00Y , 

с учетом (7.29) получим 

    03

0

3

10,0, exp)()( aZr
a

Z
rr smn 


 


 . 

 Как найти вероятность обнаружить электрон на некотором расстоянии от ядра? 

Для ответа на этот вопрос вспомним, что величина  

rdrrdr mn

323 )()(


     (7.30) 

представляет собой вероятность обнаружить частицу в элементе объема rd 3  вблизи 

точки r


. Если нас интересует только удаление от центра, но не интересует направление, 

под которым определяется вероятность, мы должны проинтегрировать (7.30) по всем 

углам, оставив зависимость только от радиальной координаты: 

   drrdrdrrP mn

22
)()(  






 ,  

откуда с учетом (7.26) и (7.11) для радиальной плотности вероятности получаем  

    )()( 22 rRrrP n .      (7.31) 

Распределения радиальной электронной плотности вероятности для s1 , s2  и p2  со-

стояний приведены на рис.7.7. Как видно, геометрический фактор, приводит к тому, что 

 
Рис.7.7. Радиальные распределения плотности вероятности в атоме водорода. 
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радиальная плотность вероятности в точке 0r  обращается ноль для всех, в том числе 

и s -состояний. При этом простой расчет показывает, что наиболее вероятное удаление 

электрона от ядра в водородоподобном ионе в основном состоянии определяется выра-

жением 

    Zar 0

*  , 

что соответствует радиусу первой орбиты в боровской модели атома. 

 Стационарные состояния, определяемые функциями )(rmn


 , по аналогии с мо-

делью Бора иногда называют квантовыми орбитами. В квантовой химии вместо слова 

орбита используют понятие орбитали. Фактически атомная или молекулярная орбиталь 

– это некоторое стационарное состояние электрона в атоме или молекуле, характеризуе-

мое определенным значением энергии и волновой функцией, являющейся решением 

стационарного уравнения Шредингера. 

Переход к классическому описанию. 

Рассмотрев квантовомеханическую теорию строения атома, обсудим теперь во-

прос, как в рамках волновой картины увидеть предельный переход к классическому 

атому, в котором происходит движение электрона по некоторой траектории вокруг 

атомного ядра? Для ответа на этот вопрос вспомним о квантовомеханическом векторе 

плотности тока вероятности, введенном нами в Главе 3: 

      )(
2

** 
mi

j


.        

Поскольку что в сферической системе 

координат вектор градиента имеет сле-

дующие проекции (см. рис.7.8) 
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и принимая во внимание, что радиаль-

ные волновые функции и присоединен-

ные полиномы Лежандра являются 

действительными функциями, находим, 

что только   - компонента тока веро-

ятности отлична от нуля. Это означает, 

что в стационарном состоянии в атоме 

для состояний с ненулевым значением 

магнитного квантового числа
5
 вокруг ядра циркулирует ток вероятности 
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 .   (7.32) 

                                                 
5
 Здесь во избежание путаницы в обозначениях магнитное квантовое число обозначено как m . 

 
Рис.7.8. К вычислению плотности тока в атоме. 
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Рассмотрим теперь сильно возбужденное состояние ( 1n ) с максимально возможны-

ми квантовыми числами   и m  ( 1 n , 1 nm  ). Для этого случая угловое рас-

пределение плотности вероятности имеет вид 

)(sin~)(cos~~)( 2
22

 
 Pmn . 

При больших значениях   данное распределение оказывается «плоским», то есть ток 

циркулирует вокруг ядра в плоскости 0z , учет радиального распределения )(2

1, rR nn   

приводит к тому, что этот ток локализован преимущественно в области, удаленной на 

расстояние 0

2an  от ядра. Учитывая, что для больших значений   орбитальный момент 

L , выражение (7.32) можно переписать в виде 

v
mr

j n 




2

)sin(



, 

  - плотность вероятности, а mrLv   - скорость движения по орбите. Таким образом, 

рассматриваемое нами состояние представляет собой кольцевой ток, циркулирующий 

вокруг ядра, и по своей структуре напоминает кольцо Сатурна. Движение вокруг ядра 

хорошо локализованного пакета получится, если мы рассмотрим суперпозицию большо-

го числа состояний с различными значениями n  и  , но такими, что все они удовлетво-

ряют соотношению 1~ n . То есть классическая картина движения получается для 

волнового пакета, образованного из большого числа стационарных состояний с высоки-

ми квантовыми числами. 

 Отметим, что самыми «неклассическими» являются s - состояния электрона в 

атоме, то есть состояния с нулевым значением орбитального момента. Действительно, с 

классической точки зрения в таких состояниях траектория электрона в атоме является 

отрезком прямой и проходит через точку сингулярности потенциала. В рамках кванто-

вой теории соотношение неопределенностей не допускает существование траектории 

электрона в атоме, и в состоянии с нулевым орбитальным моментом электрон описыва-

ется сферически симметричной волновой функцией, локализованной вблизи притяги-

вающего центра, и характеризующейся нулевым значением вектора плотности тока ве-

роятности.  

 Понятие о квазиклассическом приближении. Квантовые условия 

Бора и Бора – Зоммерфельда. 

В заключение этого раздела обсудим еще вопрос: почему модель Бора, основан-

ная на представлениях классической физики (движение электрона по заданной траекто-

рии с точно определенными значениями координаты и скорости в любой момент време-

ни) и не имеющая, казалось бы, ничего общего с квантовомеханической теорией, бази-

рующейся на уравнении Шредингера, дает, тем не менее, правильное предсказание по-

ложения энергетических уровней?  
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 Прежде чем ответить на этот вопрос, рассмотрим следующий приближенный ме-

тод решения стационарного уравнения Шредингера.
6
 Рассмотрим одномерное уравнение 

Шредингера 

    )()()(
2 2

22

xExxV
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
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
. 

Перепишем его в виде 

   )()()())((2 2
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2
2 xxpxxVEm
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d
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
  .   (7.33) 

Здесь ))((2)( xVEmxp   - «обычный» классический импульс частицы. 

 Будем искать решение уравнения (7.33) в виде 
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,      (7.34) 

где )(x  - некоторая новая неизвестная функция. Подставляя представление (7.34) в 

уравнение (7.33), получим 
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Переход к классическому пределу предполагает малость второго слагаемого в левой 

части уравнения (7.35). В этом случае имеем 

    )(xpdxd  , 

откуда  

    







  dxxp

i
x )(exp)(


.     (7.36) 

В случае, если движение частицы носит периодический характер, в силу однозначности 

определения волновой функции )(x  имеем 

    ndxxp  2)( , ,...3,2,1n     (7.37) 

 Покажем, что соотношение (7.37) в случае движения по круговой орбите эквива-

лентно квантовому условию Бора. Действительно, при движении по круговой орбите 

(см. рис.7.8)  

    constmvp  ,     rddx . 

Поэтому 

mvrdmvrdxxp   2)( ,    

откуда получаем nmvr  , т.е. боровское условие квантования момента количества 

движения. 

 В общем случае трехмерного движения аналогичным образом легко получить  

 

                                                 
6
 Фактически обсуждаемый метод представляет собой так называемое квазиклассическое приближение в 

квантовой механике. 
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     iii ndqp  2 ,     (7.38) 

где iq  - обобщенные координаты, соответствующие обобщенному импульсу ip  

( 3,2,1i ). Соотношения (7.38) известны как 

квазиклассические условия квантования Бора – 

Зоммерфельда и были получены 

А.Зоммерфельдом еще до создания квантовой 

теории, на основе модели атома Бора. 

 Условия квантования Бора – Зоммер-

фельда позволяют легко обобщить модель ато-

ма Бора на случай эллиптических орбит. Дей-

ствительно, выбрав систему координат так, 

чтобы орбита электрона находилась в плоско-

сти 0z , запишем условия квантования Бора – 

Зоммерфельда в виде 

rr ndrp  2 ,      (7.39) 

      ndp 2 ,      (7.40) 

где rmpr
  и 

2mrp  - радиальная и азимутальная проекции обобщенного импуль-

са, rn  и n  - соответствующие им радиальное и азимутальное квантовые числа. Так как 

в центральном поле constmrp 
2  (закон сохранения момента количества движе-

ния), то из условия (7.40) получаем: 

      np ,   ,...3,2,1n  

т.е. условие квантования момента количества движения. Тогда можно показать, что 

квантовое условие для радиальной компоненты импульса (7.39) дает выражение для 

энергии 

    
2

2

2

4

2 n

Zme
E


 ,      (7.41) 

где  nnn r . При этом значения радиального квантового числа rn  пробегают набор 

значений ,...2,1,0rn , причем случай 0rn  соответствует круговой орбите.  

 Сопоставляя полученное выражение (7.41) с квантовомеханическим результатом 

(7.21) замечаем, что в отличие от модели Бора – Зоммерфельда в квантовой теории су-

ществуют состояния с нулевым значением орбитального момента, что в принципе не-

возможно в классической задаче о движении электрона в кулоновском поле. 

 В заключение этого раздела остановимся на понятии «круговой» орбиты в кван-

товой механике. Как видно, в рамках модели Бора – Зоммерфельда существует целый 

набор орбит с одинаковой энергией (одинаковым значением главного квантового числа), 

но различными значениями орбитального момента (азимутального квантового числа). 

Случаю круговой орбиты соответствует состояние с максимальным значением величины 

момента импульса. Аналогично, в квантовомеханической теории атома водорода круго-

 
Рис.7.9. 
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вой орбите соответствует состояние с максимальным  , т.е. 1 n . «Круговой» орби-

той в квантовой теории следует считать ту, для которой дисперсия радиальной коорди-

наты является минимальной. Эту величину можно вычислить как 

   
22 rrDr  , 

где 

   



0

242 )( drrRrr n ,       



0

23 )( drrRrr n .    (7.42) 

Интегралы (7.42) могут быть вычислены аналитически для произвольного состояния n : 

   )1(3
2

20  n
Z

a
r ,      )1(315

2

2

2

22

02  n
Z

na
r , 

Поэтому 

    2222

2

2

0 )1()2(
4

 nn
Z

a
Dr . 

Очевидно, минимальное значение rD  достигается для 1 n : 222

0 4)12( ZnnaDr  , 

а относительная неопределенность радиальной координаты 

   
12

1




nr

D

r

r r
. 

Для больших значений n  эта неопределенность стремится к нулю, что соответствует 

движению электрона по классической траектории радиуса r . При этом состояние с 

максимально возможным значением проекции момента количества движения 

1 nm   характеризуется почти точным определенным направлением вектора L


 в 

пространстве (см. (7.11)), что еще больше сближает представления о квантовомеханиче-

ских и классических электронных орбитах. Состояния с 1 nm   называют цирку-

лярными состояниями. Именно они являются аналогом круговых орбит в классической 

теории. 

Задачи. 

7.1.  Определить средние значения кинетической и потенциальной энергии в основном 

состоянии атома водорода. 

7.2.  Определить среднее и наиболее вероятное удаление электрона от ядра в атоме 

водорода, находящемся в состояниях 1s, s2  и p2 . 

7.3.  Нарисовать радиальные волновые функции и распределения плотности вероятно-

сти обнаружить электрон на расстоянии r  от ядра в атоме водорода, находящим-

ся в состояниях с главным квантовым числом 4n . 

7.4.  В сферической системе координат электрон в атоме водорода характеризуется 

волновой функцией   6/2),,( 0,0,21,1,21,1,2  r , здесь mn ,,  - волно-

вая функция стационарного состояния с квантовыми числами n,  ,m. Какие, и с 

какой вероятностью значения энергии, квадрата момента количества движения и 

его z – проекции могут быть измерены в этом состоянии? 
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7.5.  В начальный (нулевой) момент времени состояние электрона в атоме водорода 

задано волновой функцией   3/2)( 21 ssr 


, здесь s1  и s2 - волновые 

функции стационарных состояний. Какие, и с какой вероятностью значения энер-

гии могут быть измерены в этом состоянии? Как зависит от времени распределе-

ние плотности вероятности обнаружить частицу в различных точках пространст-

ва. 

7.6. Угловая часть волновой функции некоторой системы в сферических координатах 

определяется выражением ( A  - нормировочная константа): 

а)  )cos()2sin(),(  A , 

б)  ))sin()sin(1)(cos(),(  A . 

Какие значения квадрата момента количества движения и с какой вероятностью 

могут быть измерены в этом состоянии? Каковы среднее значение и дисперсия 

величины 2L ? 

7.7. Доказать, что в состоянии описываемом сферической функцией ),( mY  средние 

значения x - и y - проекций орбитального момента равны нулю. 

7.8.  Определить вектор плотности тока вероятности для циркулярного состояния 

(  m , 1 n ) атома водорода. Полученное выражение сравнить с классиче-

ской величиной электрического тока, создаваемого электроном в атоме водорода, 

движущимся по круговой орбите. 

7.9.  Найти уровни энергии и волновые функции стационарных s – состояний в сфери-

ческой сферически симметричной бесконечно глубокой прямоугольной потенци-

альной яме радиуса R .  

7.10.  Определить условие существования хотя бы одного связанного s – состояния 

частицы в сферически симметричной прямоугольной потенциальной яме радиу-

сом R  и глубиной 0V . 

7.11. Определить энергетический спектр и волновые функции стационарных состоя-

ний трехмерного изотропного гармонического осциллятора 222rmV  . 

7.12.  Волновая функция частицы массой m , находящейся в трехмерном изотропном 

гармоническом осцилляторе с частотой   имеет вид: 

 а)  222 2exp),,( arAxzyx  ,           б)  22 2exp),,( arAyzzyx  , 

где 222 zyxr  ,  ma  . Определить, какие значения энергии, квадрата 

момента количества движения и его проекции на ось z  могут быть измерены в 

этих состояниях. 

7.13.  Для частицы, находящейся в центрально-симметричном поле, построить общий 

вид волновых функций с орбитальным квантовым числом 1  и единичной про-

екцией орбитального момента на оси x  (и y ). 

7.14.  В атоме трития ядро H3

1  испытывает  - распад с образованием ядра He3

2 . Опре-

делить вероятность того, что образующийся водородоподобный ион гелия будет 

находиться в основном состоянии. Какова будет вероятность его возбуждения в 

s2  и p2  состояния. Указание: Поскольку образующийся при  - распаде элек-

трон является быстрым, изменение заряда можно считать мгновенным. 
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Глава 8. Момент количества движения.  

Орбитальный механический и магнитный моменты электрона.  

Выше мы ввели понятие момента количества движения электрона, обусловленно-

го его движением по «орбите» вокруг атомного ядра. В дальнейшем об этом моменте мы 

будем говорить как об орбитальном механическом моменте электрона. Из курса элек-

тродинамики мы знаем, что если орбитальным механическим моментом обладает неко-

торая заряженная частица (например, электрон), у нее имеется также и магнитный мо-

мент. Величину этого магнитного момента проще всего вычислить для случая круговой 

орбиты (см. рис.8.1). Действительно, запишем вы-

ражение для магнитного момента 

Si
c

 1
 ,             (8.1) 

где Tei   - ток в атоме,  2T  - круговая 

частота обращения электрона вокруг ядра, а 
2rS   - площадь контура, охватываемого током 

(вектор S


 направлен по нормали к поверхности и 

образует с направлением обтекания контура пра-

вовинтовую систему). Учитывая также, что орби-

тальный момент количества движения частицы 

есть 

                       vmrL


 ,     

из (8.1) получим 

                       L
mc

e 

2
 .        (8.2) 

Как видно, вектора L


 и 


 направлены в противоположные стороны, что обусловлено 

отрицательным зарядом электрона. Величину mce 2  называют гиромагнитным отноше-

нием. Гиромагнитным отношением (или g  - фактором) часто также называют безраз-

мерную величину отношения магнитного и механического моментов частицы (взятых по 

модулю): 

     1
2





mce

L
g .        (8.3) 

 Все вышесказанное относится к классической теории. Переход к квантовой тео-

рии осуществляется просто. Та связь между величинами, которая существует в класси-

ческой теории, в квантовой теории переносится на операторы. Таким образом, мы мо-

жем ввести новый оператор – оператор магнитного момента частицы 

     L
mc

e ˆ

2
ˆ


  .        (8.4) 

 
Рис.8.1. Орбитальный механический и 

магнитный моменты электрона. 
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Нас прежде всего будет интересовать оператор z  - проекции магнитного момента: 

     zL
mc

e
z

ˆ
2

ˆ  .        (8.5) 

Нетрудно видеть, что состояния с точно определенным значением z  - проекции орби-

тального момента одновременно характеризуются точным значением z  - проекции маг-

нитного момента, причем 

     


m

mc

e
z 2

 .        (8.6) 

Здесь ,...2,1,0 m  - магнитное квантовое число. Величина mceB 2  определяет 

характерное значение атомного магнитного момента и носит специальное название – 

магнетон Бора. Численное значение 2010927.0 B  эрг/Гс. 

 Модуль магнитного момента электрона может принимать значения 

    )1(   B ,         (8.7) 

здесь ,...2,1,0 - орбитальное квантовое число. 

 Экспериментальное определение атомных магнитных моментов. 

 При помещении частицы с магнитным моментом 


 во внешнее магнитное поле 




 она приобретает дополнительную энергию  

      


W .          (8.8) 

Выбирая направление оси z  вдоль направления магнитного поля, перепишем (8.8) в ви-

де 

     zW  .       

Поскольку величина z  - проекции магнитного момента принимает строго дискретный 

набор значений, то квантуется и величина дополнительной энергии атома в магнитном 

поле
1
 

    Bz mE   ,         ,...2,1,0m .      (8.9) 

То есть при наложении внешнего магнитного поля уровни, вырожденные по проекции 

орбитального момента, расщепляются на 12   подуровней. Говорят также, что внешнее 

магнитное поле снимает вырождение по магнит-

ному квантовому числу.  

 В качестве примера рассмотрим, как 

должно происходить расщепление d  - состояния 

атома водорода, помещенного во внешнее маг-

нитное поле с напряженностью   (см. рис.8.2). 

Очевидно, уровень расщепится на пять компо-

нент, причем расстояние между соседними ком-

понентами составляет B . Фактически по 

                                                 
1
 На самом деле, сделанное утверждение совершенно не очевидно. Более строгий путь рассуждений будет 

приведен позже. 

 
Рис.8.2. Схема расщепления d – уровня 

в магнитном поле. 
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числу компонент и величине расщепления можно экспериментально проверить выраже-

ние (8.9) и определить значение атомного магнитного момента. Однако, с практической 

точки зрения удобнее поступить иначе – исследовать расщепление атомного пучка при 

пролете через область неоднородного магнитного поля. Такие опыты впервые были 

осуществлены О.Штерном и В.Герлахом
2
 в 1922 году. Схема опыта приведена на 

рис.8.3. В неоднородном магнитном поле (ось z  направим вдоль градиента магнитного 

поля) на атом, обладающий магнитным моментом, действует сила 

 
z

F z






. 

В результате пучок расщепляется на 

12   компонент. По величине рас-

щепления с учетом конкретной гео-

метрии установки могут быть изме-

рены значения атомных магнитных 

моментов. 

 Некоторые результаты опы-

тов оказались неожиданными. Каза-

лось бы, наша теория предсказывает, 

что число компонент должно быть обязательно нечетным. Однако, в некоторых экспе-

риментах было обнаружено четное число компонент, на которые расщепился атомный 

пучок. Например, невозбужденный пучок атомов водорода расщепляется на две компо-

ненты, хотя, казалось бы, он вообще не должен расщепляться, так как в основном со-

стоянии у атома водорода 0 . Фактически это означает, что у атома имеется еще ка-

кой-то магнитный момент, не связанный с орбитальным движением электронов.  

 Ранее также было выяснено, что спектральные линии ряда атомов (водорода и 

щелочных металлов) образуют дублеты, т.е. совокупность двух близко расположенных 

линий. Для объяснения этой тонкой структуры спектра Дж.Уленбек и С.Гаудсмит
3
 в 

1925 году выдвинули гипотезу, согласно которой электрон обладает собственным меха-

ническим и связанным с ним магнитным моментом. Этот собственный механический 

момент электрона был назван спином. 

 Собственный механический и магнитный моменты электрона. 

Спин. 

 Таким образом, мы пришли к пониманию того, что у электрона в атоме помимо 

орбитального момента количества движения существует еще и собственный механиче-

ский и связанный с ним магнитный момент
4
. При этом, если в s  - состоянии происходит 

                                                 
2
 O. Stern (1888 - 1969), W. Gerlaсh (1889 - 1979) – немецкие физики – экспериментаторы. 

3
 G. Uhlenbeck (1900 - 1988), S. Goudsmit (1902 - 1978) – американские физики – теоретики. 

4
 Попытка классического трактования спина заключается в рассмотрении электрона, как некоторого ша-

рика (например, с размером, равным классическому радиусу электрона) вращающегося вокруг собствен-

ной оси. Такая картина, однако, не может быть признана удовлетворительной. Даже если распределить 

заряд по экватору шарика, окажется. что угловая скорость его вращения должна быть слишком большой: 

линейная скорость на экваторе превысит скорость света. Спин следует рассматривать, как такое же «вро-

жденное» свойство электрона, как, например, масса или заряд. 

 
Рис.8.3. Схема опытов Штерна и Герлаха. 
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расщепление пучка атомов на две компоненты, то по аналогии с рассмотренной выше 

теорией электрону следует приписать значение спинового квантового числа 21s . То-

гда возможные значения проекции собственного механического момента электрона на 

выделенную ось z  будут принимать два возможных значения и характеризоваться кван-

товым числом 21sm , а число компонент расщепления будет равно 212 s . Что 

касается самих величин квадрата спинового момента и его проекции на ось z , то  

    222

4

3
)1(   ssS ,      (8.10) 

    2  sz mS .       (8.11) 

Таким образом, абсолютная величина z  - проекции спина электрона равняется 2 . 

Именно в этом смысле говорят, что спин электрона равен одной второй. 

 Из опытов Штерна и Герлаха, зная величину градиента магнитного поля z , а 

также геометрические размеры установки, можно установить саму величину собствен-

ного магнитного момента электрона. Оказалось, что величина гиромагнитного отноше-

ния для спинового момента электрона в два раза больше, чем для орбитального
5
, т.е. мы 

можем записать 

     S
mc

e
S


 .       (8.12) 

В этом случае для g  - фактора находим  

     2
2





mce

S
g S . 

В рамках формализма квантовой теории соотношение (8.12) надо понимать как соотно-

шение между операторами спина и собственного магнитного момента электрона 

    S
mc

e
S

ˆˆ


 ,  zS S
mc

e
z

ˆˆ       (8.13) 

Тогда, очевидно, дополнительная энергия системы с заданным значением величины z  - 

проекции спинового момента во внешнем однородном магнитном поле будет равна
6
 

     BzSE  .      (8.14) 

 С математической точки зрения спиновому движению электрона надо поставить в 

соответствие еще одну (четвертую) степень свободы, причем соответствующая коорди-

ната, описывающая спиновое движение, принимает всего два возможных значения. То-

гда наиболее естественно задать состояния с проекцией спина на выделенную ось z  в 

виде двурядных столбцов: например, состоянию с проекций спина на ось z , равной 

                                                 
5
 С теоретической точки зрения наличие у электрона собственного механического момента (спина) являет-

ся прямым следствием релятивистского волнового уравнения Дирака. Из этого уравнения также следует, 

что величина гиромагнитного отношения для спинового момента ровно в два раза больше, чем для орби-

тального момента. Следует, однако, иметь в виду, что уравнение Дирака было получено в 1928 году, т.е. 

позже, чем эти факты были установлены экспериментально. 
6
 Для справедливости этих рассуждений важно полагать, что электрон находится в состоянии с нулевым 

значением орбитального момента. 
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2 , ставится в соответствие столбец 








0

1
, а состоянию с 2zS  - столбец 









1

0
. В 

дальнейшем такие спиновые состояния электрона мы будем обозначать функциями 

)21(  sm  и )21(  sm : 

   









0

1
)21( sm , 










1

0
)21( sm .     (8.15) 

Произвольное спиновое состояние электрона, очевидно, есть столбец 











. Поскольку 

    






























1

0

0

1
,       (8.16) 

то 
2

  есть вероятность того, что при измерении будет обнаружена величина проекции, 

равная 21  (в единицах  ), а 
2

  - есть вероятность того, что при измерении будет об-

наружена величина проекции, равная 21 . При этом, естественно, 1
22
 . Наша 

задача теперь определить операторы спина  zyx SSSS ˆ,ˆ,ˆˆ



, которые действуют в про-

странстве спиновых функций. Очевидно, такие операторы – матрицы размера 2   2. Их 

можно записать в следующем виде: 

      ˆ
2

ˆ 
S ,       (8.17) 

где 

   















01

10
ˆ

x ,    












 


0

0
ˆ

i

i
y ,     


















10

01
ˆ

z .    (8.18) 

Матрицы (8.18) называются матрицами Паули
7
 и представляют собой основу математи-

ческой теории спина. 

 Принципиально важным для дальнейшего является утверждение, что все соот-

ношения, которые были ранее получены для операторов орбитального момента xL̂ , yL̂ , 

zL̂ , являющихся дифференциальными операторами и действующими в пространстве 

функций с интегрируемым квадратом модуля, оказываются справедливы и для матрич-

ных операторов xŜ , yŜ , zŜ , действующих в пространстве двурядных столбцов.  

 Проверим, прежде всего, что введенные нами состояния (8.15) действительно яв-

ляются собственными состояниями оператора z  - проекции спина с собственными зна-

чениями 2zS . Действительно: 

 










































0

1

20

1

10

01

20

1ˆ 
zS ,             











































1

0

21

0

10

01

21

0ˆ 
zS ,   (8.19) 

                                                 
7
 W. Pauli (1900 - 1958) – физик –теоретик, Нобелевская премия (1945) «За открытие принципа запрета, 

названного его именем». 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%B8%D0%BD%D1%86%D0%B8%D0%BF_%D0%9F%D0%B0%D1%83%D0%BB%D0%B8
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т.е. )21(
2

)21(ˆ  ssz mmS


. 

 В качестве другого примера проверим правила коммутации операторов xŜ  и yŜ . 

Вычисляя 

   zxyyxyx i
i

i

i

i

i

i













































 














 














 ˆ2

0

0
2

01

10

0

0

0

0

01

10
ˆˆˆˆˆ,ˆ , 

получим 

      zzyx SiiSS ˆˆ2
4

ˆ,ˆ
2




 ,      (8.20) 

т.е. соотношение эквивалентное (3.93). 

 Ведем теперь оператор квадрата спинового момента 2Ŝ : 

    ISSSS zyxzyx
ˆ

4

3

10

01

4

3
ˆˆ

4
ˆˆˆˆ 22222

2
2222 

















 . 

Здесь Î  - единичная матрица. Следовательно,  

  )21()1()21(
4

3
)21(ˆ 222  sss mssmmS  ,   (8.21) 

где квантовое число 21s .  

 Произвольное спиновое состояние электрона (любой частицы со спином 21 ), 

очевидно, может быть описано столбцом 











, где   и   - комплексные числа, причем 

1
22
 . Нетрудно убедиться, что такое состояние является собственным состояни-

ем оператора 2Ŝ  с собственным значением )1(2 ss , однако, в общем случае, не явля-

ется собственным для оператора zŜ . При этом физический смысл коэффициентов   и   

заключается в том, что квадраты их модуля определяют вероятности обнаружить проек-

ции спинового момента на ось Z, равные 21  и 21  соответственно.  

 Обсудим еще вычисление среднего значения проекции спина на любую из коор-

динатных осей в заданном состоянии 











. Очевидно, поступать надо так: 

     











 iiS ˆ

2

** 
,       (8.22) 

 где zyxi ,,  - любая из координатных осей. 

 Таким образом, на ряде примеров мы действительно убедились в том, для спино-

вого и орбитального моментов количества движения действуют одни и те же правила. В 

частности, существует такой набор состояний, в которых точно одновременно определе-

ны квадрат момента и его проекция на одну из осей (наиболее удобно выбирать ось z ). 

В центрально - симметричном поле атома можно построить набор стационарных состоя-
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ний с точно определенными значениями 2L  и zL . Поскольку рассматриваемый нами 

атомный гамильтониан не зависит явно от спинового момента количества движения, 

стационарные состояния электрона можно также характеризовать точно определенными 

значениями 2S  и zS . Это означает, что к введенным нами квантовым числам  mn ,,  

можно добавить еще два - s  и sm . Квантовое число s  для одноэлектронной системы, 

конечно, является излишним: его значение всегда 21s . Что касается квантового числа 

sm , то оно может принимать всего два значения 21sm . Итак, состояние электрона в 

произвольном центрально - симметричном потенциале характеризуется четырьмя кван-

товыми числами smmn ,,,  .Задание набора этих квантовых чисел означает, что опреде-

лена волновая функция стационарного состояния 

    )(),()(),( smn mYrRr 



 .     (8.23) 

Здесь явно указана зависимость полной волновой функции от спиновой переменной  . 

Ранее мы имели дело лишь с пространственной частью волновой функции 

),()()( 



mn YrRr .  

 Отметим, что с учетом спина, кратность вырождения состояний в произвольном 

центрально - симметрично поле равна )12(2  g . В случае кулоновского потенциала 

вследствие наличия «случайного» вырождения теперь имеем 22ng  . 

 Сложение невзаимодействующих моментов количества движе-

ния. 

 Таким образом, электрон в атоме обладает орбитальным и спиновым моментами 

количества движения. Поэтому естественно встает вопрос о значении суммарного мо-

мента количества движения электрона в атоме. Аналогичная проблема возникает и при 

изучении двухэлектронной системы, где часто оказывается необходимым определить 

возможные значения суммарного орбитального момента двух атомных электронов.  

 Поэтому в данном разделе на примере сложения орбитальных моментов количе-

ства движения двух частиц (электронов) мы рассмотрим общую постановку задачи о 

сложении моментов количества движения двух невзаимодействующих частиц
8
. При 

этом мы будем полагать, что правила полученные нами, будут справедливы для сложе-

ния моментов любой природы (например, орбитального и спинового моментов электро-

на, спиновых моментов двух электронов, орбитального момента одного электрона и 

полного механического момента другого электрона и т.д.). 

 Итак, пусть имеются два невзаимодействующих электрона, характеризующихся 

совокупностью орбитальных и магнитных квантовых чисел 11,m  и 22 ,m  соответст-

венно
9
. Это значит, что состояние двухэлектронной системы представимо в виде 

                                                 
8
 Оговорка о невзаимодействующих частицах (невзаимодействующих моментах) важна, поскольку только 

в случае невзаимодействующих частиц можно говорить об одночастичных волновых функциях и припи-

сать каждой из частиц определенные значения орбитального и магнитного квантовых чисел. 
9
  В этом разделе, чтобы не загромождать формулы, величину z – проекции орбитального момента мы бу-

дем обозначать как m , а не m . 
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   2211 ,,)2()1()2,1(
2211

mmmm   .    (8.24) 

Здесь аргументы «1» и «2» означают совокупность координат первого и второго элек-

трона. При заданных значениях 1  и 2  полное число таких состояний – 

)12)(12( 21   . 

 Введем операторы полного момента и полной проекции момента количестве 

движения 

   21

ˆˆˆ





L ,  21

ˆˆˆ
zzzL   .     (8.25) 

Здесь и далее при рассмотрении многоэлектронных систем мы будем использовать ма-

лые буквы для обозначения момента (проекции момента) конкретного электрона, а 

большие – для обозначения тех же величин, характеризующих всю совокупность атом-

ных электронов.  

 Нетрудно установить следующие коммутационные соотношения для введенных 

нами операторов. Поскольку операторы 1

ˆ



 и 2

ˆ



 действуют в различных подпространст-

вах, то  

      0ˆ,ˆ 2

2

2

1  ,   0ˆ,ˆ
21 zz  ,   0ˆ,ˆ 2 jzi  ,  2,1, ji . 

Кроме того, нетрудно показать, что  

      0ˆ,ˆ 22 iL  ,  2,1i . 

Также, каждый из операторов квадрата момента коммутирует со своей проекцией. Од-

нако,  

      0ˆ,ˆ2 izL  ,     2,1i .     (8.26) 

Это означает, что помимо набора квантовых чисел 11,m  и 22 ,m , характеризующих со-

стояние двухэлектронной системы, можно ввести и другой набор, а именно - 

LML,,, 21  , где квантовые числа L  и LM  определяют квадрат полного момента двух 

электронов и величину его проекции на ось z . При этом в состоянии с заданным пол-

ным моментом L  величины z  - проекции моментов каждого из электронов не могут 

быть определены точно. Таким образом, мы имеем два набора базисных функций, опи-

сывающих состояние двухэлектронной системы  

    2211 ,, mm    и LML,,, 21  .     (8.27) 

Мы хотим определить, какие значения может принимать полный момент и его z  - про-

екция в состоянии 2211 ,, mm   . 

 Поскольку LML,,, 21   есть собственная функция оператора zL̂ , то  

   LLLz MLMMLL ,,,,,,ˆ
2121   . 

С другой стороны  

    2211212211 ,,ˆˆ,,ˆ mmmmL zzz   

   221121222111 ,,)(,ˆ,ˆ mmmmmm zz   .   (8.28) 
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Сопоставление (8.27) и (8.28) дает 

     21 mmM L  .      (8.29) 

Полученное правило сложения проекций момента количества движения позволяет ре-

шить вопрос о максимальном и минимальном значении полного орбитального момента в 

состоянии 2211 ,, mm   . Как видно из (8.29), максимальное значение проекции пол-

ного орбитального момента есть  

     21  LM .  

Поскольку максимально возможное значение магнитного квантового числа равно орби-

тальному квантовому числу, мы приходим к выводу, что максимальное значение полно-

го орбитального момента есть  

     21max  L . 

Такое значение соответствует ситуации, когда вектора 1


 и 2


 «параллельны» друг дру-

гу. Минимальное же значение L  соответствует случаю, когда вектора 1


 и 2


 «антипа-

раллельны»
10

. Для этого случая 

     21min  L . 

Таким образом,  

    2121   L ,  через единицу,  

или 

  2121212121 ,1...,,2,1,  L ,   (8.30) 

всего )12( 2   или )12( 1   значений. Нетрудно видеть, что, как и следовало ожидать, 

полное число состояний в базисе LML,,, 21   также равно )12)(12( 21   . Действи-

тельно (мы полагаем, что 21   ): 

 
   

)12)(12()12(
2

1)(21)(2
)12( 212

2121
21

21












L

L . 

Отметим еще раз, что сформулированное правило (8.30) справедливо при сложении мо-

ментов любой природы. 

 Рассмотрим несколько примеров. 

 1. Пусть имеются два электрона, один из которых находится в p , а другой в - 

d  состоянии. Определить возможные значения полного орбитального момента. В рас-

сматриваемом случае 11  , 22  . Поэтому, в соответствии с (8.30), находим 3,2,1L , 

то есть возможны P , D  и F  состояния
11

.  

                                                 
10

 Слова «параллельны» и «антипараллельны» здесь взяты в кавычки, поскольку даже в состоянии с мак-

симально возможной величиной проекции момента количества движения вектор момента направлен под 

углом к оси квантования (ось z ), что формально делает невозможным существование параллельной (ан-

типараллельной) ориентации векторов 1  и 2  в пространстве. 

11
 Заглавные латинские буквы FDP ,,  здесь использованы, чтобы показать, что речь о суммарном орби-

тальном моменте совокупности электронов. 
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 2. Определить возможные значения полного спинового момента двух электронов. 

Поскольку 2121  ss , то, очевидно, 1,0S . Про эти два случая иногда говорят, что 

спины параллельны, или антипараллельны друг другу. 

 3. Электрон в атоме находится в состоянии с орбитальным моментом, равным 

 . Определить значение полного механического момента sj




 . По правилу (8.30) 

находим, что для s  - состояния квантовое число 21j , для состояний с ненулевым ор-

битальным моментом 21 j . 

 Систематика состояний атома водорода. 

 Введение в теорию спинового момента электрона, а также рассмотренная выше 

процедура сложения моментов количества движения заставляет нас вернуться еще раз к 

систематике состояний водородного атома. Ранее мы показали, что произвольное со-

стояние атома водорода характеризуется четырьмя квантовыми числами  

     smmn ,,,  . 

Теперь у нас есть еще и другой набор  

     jmjn ,,, . 

В отсутствие взаимодействия между моментами 


 и s


 оба этих набора равноценны. В 

литературе принято характеризовать стационарные состояния атома водорода кванто-

выми числами jn ,, . Записывается так - jn . Например, основное состояние - 211s , 

нижние возбужденные состояния - 212s , 212p , 232p . Все последние три состояния в 

рассматриваемых нами при-

ближениях являются вырож-

денными. Более того, каждое 

из этих состояний содержит 

набор подуровней с различ-

ными значениями квантового 

числа jm  ( jjm j ,..., , всего 

12 j  значений), которые 

оказываются вырожденными 

в произвольном центрально - 

симметричном поле. Энерге-

тическая диаграмма уровней 

атома водорода с введенными обозначениями приведена на рис.8.4. 

 Однако мы знаем, что с орбитальным механическим и спиновым моментами 

электрона связаны соответствующие магнитные моменты. Наличие у атомного электро-

на этих магнитных моментов приводит к возникновению так называемого спин – орби-

тального взаимодействия, которое мы до настоящего времени не рассматривали. Значит, 

при вычислении положения энергетических уровней в спектре атома водорода при запи-

си гамильтониана системы мы не учитывали слагаемое, описывающее спин – орбиталь-

ное взаимодействие, и наши предыдущие расчеты (см. Главу 7) нуждаются в уточнении. 

 
Рис.8.4. Диаграмма энергетических уровней атома водорода. 
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Оказывается, энергия спин – орбитального взаимодействия весьма мала по сравнению с 

энергией электростатического взаимодействия электрона с атомным ядром. Поэтому по-

правки к уровням энергии будут малы и могут быть найдены в рамках теории возмуще-

ний. 

 Волновые функции электрона в атоме водорода в базисах 

s
mmn ,,,   и 

j
mjn ,,, . 

 Введенные нами два набора квантовых чисел, smmn ,,,   и jmjn ,,, , которыми 

можно описать состояние электрона в атоме водорода, естественно описываются совер-

шенно разными волновыми функциями. Что касается первого набора smmn ,,,  , то со-

стояние с заданными этим набором квантовыми числами есть )()( smn mr 


 , где первый 

сомножитель представляет собой «обычную» координатную волновую функцию, а вто-

рой – спиновую. Например, состояние электрона с главным квантовым числом 2n , 

единичным орбитальным моментом 1 , нулевым значением проекции орбитального 

момента на ось z и проекций спина на ту же ось равной 21  описывается функций 

   









0

1
),()(),( 1021 YrRr


 .      (8.31) 

Аналогично, состояние  

   









1

0
),()(),( 1021 YrRr


       (8.32) 

характеризуется той же самой пространственной волновой функций, однако, значение 

проекции спинового момента в этом случае есть 21 . В случае  

   



















 ),(

),(
)(

2

1
),(

1,1

1,1

21
Y

Y
rRr


  

имеем p2  состояние, в котором с вероятностью 21  z-проекция орбитального момента 

равна 1, а проекция спина 21 , и с такой же вероятностью 21  z-проекция орбитально-

го момента равна -1, а проекция спина есть 21 . 

 А как построить волновые функции с заданными значениями jmj, ? Очевидно, 

эти волновые функции этих состояний могут быть представлены в виде линейных ком-

бинаций функций (8.31) и (8.32). Прежде всего построим операторы 2ĵ  и zĵ . Вспоминая 

выражения для матриц Паули (см. (8.18), получим 

    



















21ˆ0

021ˆ
ˆˆˆ

z

z

zzz sj



      (8.33) 

и 

  

















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43ˆˆˆˆ

ˆˆ43ˆˆ
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222

zyx
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i

i
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 .    (8.34) 
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Используя выражения (8.33)и (8.34), легко убедиться, что, например, волновые функции 

232p  состояния представимы в виде 
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  (8.35) 
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Для состояния 212p  аналогично можно получить  
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  (8.36) 

Легко убедиться непосредственной подстановкой, что все построенные функции (8.35) и 

(8.36) удовлетворяют соотношениям 

   jj mjnjjmjnj ,,,)1(,,,ˆ 22   , 

   jjjz mjnmmjnj ,,,,,,ˆ   . 

Задачи. 

8.1. Найти собственные состояния операторов xS


 и yŜ . 

8.2. Определить средние значения проекции спина электрона на оси x , y  и z  в со-

стоянии 











, 1

22
 . 

8.3. Каковы могут быть суммарные значения спинового момента трех электронов? 
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8.4. Чему могут быть равны суммарные значения орбитального момента трех элек-

тронов, каждый из которых находится в p , d  и f  состояниях соответственно. 

8.5. Совокупность атомных электронов характеризуется суммарным орбитальным 

моментом 2L  и суммарным спиновым моментом 23S . Определить воз-

можные значения полного механического момента электронной оболочки атома. 

8.6. Определить уровни энергии одномерного ангармонического осциллятора 
422 2 xxmU  . Ангармоническую добавку считать малой. 

8.7. В рамках теории возмущений определить энергетический спектр и волновые 

функции стационарных состояний системы связанных линейных гармонических 

осцилляторов с гамильтонианом 2

2121 )( xxHHH 


, где 

2/22

0 iii xmTH 


 - гамильтониан гармонического осциллятора с частотой 0 , 

  - константа связи. Сравнить с точным решением задачи (см. задачу (6.3)). 
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 Глава 9. Приближенное решение стационарного уравне-

ния Шредингера. Теория возмущений. 

 Остановимся сначала общие принципы нахождения поправок к уровням энергии 

и волновым функциям стационарных состояний в рамках теории возмущений. Рассмот-

рим следующую задачу. Пусть имеется некоторая квантовая система, описываемая га-

мильтонианом 0Ĥ , причем мы знаем решение задачи на собственные значения и собст-

венные функции  

     nnn EH 0
ˆ .     (9.1) 

Пусть также имеется другая система, гамильтониан  которой записывается в виде 

     VHH ˆˆˆ
0  .      (9.2) 

Нас интересуют собственные значения и собственные функции этого гамильтониана. 

 В дальнейшем оператор V̂ мы будем называть оператором возмущения. Если это 

возмущение мало, то естественно ожидать, что собственные значения и собственные 

функции гамильтониана Ĥ  будут близки к решению задачи (9.1). Наша задача – найти в 

такой ситуации приближенное решение задачи 

      nnnVH  ~~ˆˆ
0 .      (9.3) 

Сформулированная задача является широко распространенной. Например, 0Ĥ  - атом-

ный гамильтониан, учитывающий кинетическую энергию электрона и его кулоновское 

взаимодействие с ядром, а V̂  - описывает спин – орбитальное взаимодействие в атоме, 

которое можно учесть по теории возмущений.  

 Случай невырожденного спектра. 

 Общий подход к решению задачи (9.3) заключается в следующем. Будем искать 

энергии стационарных состояний и соответствующие им волновые функции в виде 

   nnn EE  ,  nnn ~ ,    (9.4) 

где поправки nE  и n  к уровням энергии и волновым функциям стационарных со-

стояний полагаются малыми.  

 Подставляя представление (9.4) в уравнение (9.3), и учитывая слагаемые только 

первого порядка малости, получим: 

  nnnnnnnnn EEEVHH  ˆˆˆ
00 .    (9.5) 

Для получения поправки к уровню энергии nE  домножим уравнение (9.5) на *

n  и про-

интегрируем по всей области определения волновой функции. Получим 

      dEHdVE nnnnnn 0

** ˆˆ .    (9.6) 
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Покажем теперь, что второй интеграл в (9.6) обращается в нуль. Поскольку набор функ-

ций  n  образует полный базис, то возможно представление поправки n  к функции 

в виде 

     
m

mmn c .      (9.7) 

Тогда второе слагаемое в (9.6) преобразуется к виду  

      
m

mnmnmnnn dEEcdEH 0)(ˆ *

0

*  

и равно нулю в силу условия ортогональности собственных функций гамильтониана 

0Ĥ . Таким образом, для поправки к уровням энергии окончательно получаем 

      dVE nnn
ˆ* ,      (9.8) 

т.е. дополнительная энергия может быть вычислена как среднее значение энергии воз-

мущения, вычисленной на невозмущенных волновых функциях. Выражение (9.8) симво-

лически также записывают в виде: 

   nnnnn VnVnVE  |ˆ||ˆ| .    (9.9) 

Интеграл вида (9.8) называют матричным элементом оператора V̂ . Как видно, в данном 

случае речь идет о диагональном элементе, а в общем случае вся совокупность элемен-

тов mnV  образует матрицу оператора возмущения V̂ . 

 Вычислим теперь поправки к волновым функциям стационарных состояний n . 

Умножая (9.5) на *

k  ( nk  ) и интегрируя по всей области определения волновой функ-

ции, получим 

   nknknnk EVH  ||ˆ| 0 .    (9.10) 

Здесь   dVV nkkn
ˆ*  - недиагональный матричный элемент оператора возмущения V̂ , 

построенный на волновых функциях невозмущенного состояния. Подставляя в (9.10) 

функцию n  в виде разложения (9.7), получим 

     )( knknk EEVc  , 

т.е. поправка к волновой функции n -го стационарного состояния имеет вид: 

     k

nk kn

kn
n

EE

V



 



,    (9.11) 

а полная волновая функция n -го возмущенного стационарного состояния записывается 

в виде 

     ...~ 


 


k

nk kn

kn
nn

EE

V
   (9.12) 

Про выражение (9.12) иногда говорят, что возмущение «подмешивает» к n -му стацио-

нарному состоянию другие стационарные состояния невозмущенного гамильтониана. 
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 Таким образом, выражения (9.8) (или (9.9)) и (9.12) дают решение поставленной 

нами задачи в первом порядке теории возмущений.  

 Полученные нами выражения позволяют сформулировать условия применимости 

полученных результатов. Необходимо потребовать, чтобы поправки к положению энер-

гетических уровней и волновым функциям были малыми. Это, очевидно, возможно при 

выполнении условий 

    knnn EEV  , knkn EEV  ,    (9.13) 

т.е. матричные элементы оператора возмущения должны быть малы по сравнению с раз-

ностью невозмущенных энергий данного уровня и любого другого уровня системы. Не-

равенства (9.13), фактически, можно рассматривать как условия малости оператора воз-

мущения V̂  по сравнению с невозмущенным гамильтонианом 0Ĥ . 

 Может так оказаться, что поправка к положению энергетического уровня в пер-

вом порядке теории возмущений оказывается равной нулю. Тогда необходимо рассмат-

ривать влияние возмущения во втором порядке малости. Проводя рассуждения, анало-

гичные приведенным выше, нетрудно получить 

    



nk

knknn EEVE )(
2)2( .     (9.14) 

Мы пришли к выводу, что поправки к уровням энергии и волновым функциям зависят 

не только от величины возмущения, но и от структуры энергетического спектра. В част-

ности, если спектр оказывается вырожденным, то наши поправки оказываются беско-

нечно велики даже при сколь угодно малой величине оператора возмущения. Поэтому 

фактически рассмотренная схема может быть использована лишь для систем с невырож-

денным энергетическим спектром. Это случай теории возмущений мы рассмотрим ниже. 

Из сказанного выше ясно, что «перемешивание» группы вырожденных состояний ока-

зывается существенным при любой величине возмущения. Однако, оказывается, что в 

случае, если оператор возмущения имеет совпадающий набор собственных функций с 

невозмущенным гамильтонианом (в этом случае матрица оператора возмущения являет-

ся диагональной в базисе гамильтониана 0Ĥ ) результаты, полученные нами, оказывают-

ся справедливыми и при наличии в системе вырождения. 

 Случай вырожденного спектра. 

 Рассмотрим теперь вариант теории возмущений для случая наличия вырожден-

ных состояний. Пусть имеется N  - кратно вырожденный уровень с энергией E . Следо-

вательно, для некоторого невозмущенного гамильтониана 0Ĥ  мы имеем набор состоя-

ний Nnn ,...,1,  , характеризующихся одним и тем же значением энергии E , то есть 

     nn EH 0
ˆ .      (9.15) 

Пусть на систему воздействует некоторое возмущение, характеризуемое оператором V̂ . 

Определим поправки к энергии различных состояний 

     EE nn  , 
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обусловленные воздействием возмущения: 

      nnn EEVH  ~)(~ˆˆ
0 .     (9.16) 

Мы уже знаем, что для вырожденных состояний даже малое возмущение вызывает 

сильно перемешивание невозмущенных состояний. Поэтому будем искать решение за-

дачи (9.16) в виде 

      
k

kkn c~ .     (9.17) 

Подставляя (9.17) в (9.16), с учетом (9.15) получим 

     
k

kkn

k

kkk cEEVEc )()ˆ( .   (9.18) 

Умножая (9.18) на одну из собственных функций *

n  и интегрируя по всей области оп-

ределения функций, получим 

      0ˆ 
k

nknknk EVc .    (9.19)  

Здесь nk  - символ Кронекера.  

 Таким образом, мы получили систему линейных уравнений определения коэффи-

циентов разложения в (9.17). Условием ее нетривиальной разрешимости является равен-

ство нулю детерминанта 

    0ˆ  nknkn EVDet .    (9.20) 

Уравнение (9.20) представляет собой алгебраическое уравнение степени N  относитель-

но поправки к энергии невозмущенного уровня nE . В общем случае это уравнение N  

корней, если все эти корни различны, то исходный уровень расщепляется на N  поду-

ровней с различными значениями энергии nn EE  . Про такую ситуацию говорят, 

что возмущение снимает вырождение в системе. Может оказаться, что среди корней 

уравнения (9.20) имеются кратные корни. В таком случае говорят, что вырождение в 

системе снимается частично. 

 Может так оказаться, что собственные невозмущенного оператора Гамильтона 

0Ĥ  являются одновременно и собственными функциями оператора возмущения V̂ . В 

этом случае 

    nknnkn VV  ˆ , 

то есть матрица оператора возмущения является диагональной в выбранном нами бази-

се. В этом случае решение уравнения (9.20) есть 

   nnnnn VnVnVE  |ˆ||ˆ| ,    (9.21) 

что совпадает с выражением (9.9), полученным для случая невырожденного уровня. 

 В последующих разделах мы рассмотрим несколько примеров использования 

теории возмущений для анализа ряда конкретных физических систем. 
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Изотопическое смещение атомных уровней, связанное с конеч-

ным размером атомного ядра. 

В качестве примера использования теории возмущений рассмотрим вопрос о 

влиянии конечного размера атомного ядра на положение энергетических уровней в во-

дородоподобном ионе с зарядом Z . Действительно, при определении энергетического 

спектра водородоподобных ионов с зарядом Z  (см. Глава 7) мы исходили из предполо-

жения, что ядро является точечным. На самом деле ядро имеет конечный размер (поряд-

ка 10
-13

 см для легких ядер и ~10
-12

 см - для тяжелых). В результате потенциальная энер-

гия взаимодействия электрона с ядром описывается формулой 

   
r

Ze
rV

2

)(         (9.22) 

лишь приближенно. Точное выражение для энергии взаимодействия может быть записа-

но в виде 

    )()(
~

rerV


 ,      (9.23) 

где )(r


  - электростатический потенциал, создаваемый ядром в пространстве. Распреде-

ление )(r


  удовлетворяет уравнению Пуассона 

    )(42 r


 ,      (9.24) 

где функция )(r


  определяется распределением заряда в атомном ядре. Вследствие ма-

лости размера ядра NR  по сравнению с размером области локализации электронной 

волновой функции можно ожидать, что (9.22) и (9.23) дают близкие распределения. В 

такой ситуации истинное положение энергетических уровней будет приблизительно 

описываться формулой 

    
2

2

n

Z
RyEn  ,      (9.25) 

а смещение уровней, обусловленное конечным размером ядра, можно рассчитать по тео-

рии возмущений. Рассматривая в качестве невозмущенного атомного гамильтониана 

оператор 

    
r

Ze
TH

2

0
ˆˆ  , 

запишем полный гамильтониан водородоподобного иона в виде 

    VHreTH ˆˆ)(ˆˆ
0 


. 

Здесь в качестве оператора возмущения выступает разность между потенциальной энер-

гией взаимодействия электрона с реальным и точечным ядром: 

    rZererVrVV 2)()()(
~




, 

запишем выражение для поправки к энергетическому уровню в виде 

      rdrVrE nn

32
)()(


 .     (9.26) 

Мы будем считать, что распределение заряда в атомном ядре является сферически сим-

метричным, то есть )()( rr


 . Вид функций )(rV  и )(re  для этого случая приве-
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ден на рис.9.1. Как видно, вне ядра выражения (9.22) и (9.23) совпадают, и интеграл в 

(9.26) берется по объему атомного ядра, то есть смещение энергетического уровня обу-

словлено тем, что с некоторой вероятностью электрон может быть локализован внутри 

атомного ядра. При этом существенно, что неточечность ядра приводит к тому, что по-

тенциальная яма становится более мелкой по сравнению с моделью точечного ядра. 

Следовательно, величина возмущения 0V , и уровни должны сместиться вверх отно-

сительно положения, определяемого из (9.25).  

 Заметим, что вследствие малости размера атомного ядра по сравнению с обла-

стью локализации электронной волновой функции  

     ZaRN /0 , 

можно считать, что в области интегрирования значение электронной волновой функции 

практически постоянно и определяется величиной )0(  rn . Поэтому перепишем 

(9.26) в виде 

    

NV

nn rdrZereE 32
))(()0( .    (9.27) 

Принимая во внимание поведение радиальных волновых функций вблизи точки 0r  

   
 rrRn ~)( , ( 0 ) и 0)0( nsR , 

находим, что в нашем приближении будут смещены только s  - состояния. Все состоя-

ния с ненулевым значением орбитального 

момента останутся несмещенными, то есть  

  00  nE . 

Так получилось потому, что центробежный 

потенциальный барьер отжимает электрон от 

центра и делает вероятность обнаружить его 

внутри атомного ядра исчезающее малой. Что 

касается s  - состояний, то для них центро-

бежный барьер отсутствует, и электрон с не-

которой вероятностью может быть обнару-

жен внутри атомного ядра, что и приводит к 

смещению уровней с нулевым значением орбитального момента.  

 Для вычисления интеграла (9.27) воспользуемся следующим тождеством 

      622  r .       (9.28) 

С учетом (9.28) перепишем (9.27) в виде 

     

NV

nsns rdrZerreE 3222
))(()0(

6

1
.   (9.29) 

Интегрируя (9.29) по частям, получим  

    

NV

nsns rdrZerreE 3222
))(()0(

6

1
.   (9.30) 

 
Рис.9.1. Электростатический потенциал, 

создаваемый атомным ядром. 
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Учтем теперь, что )(4
12 r
r











 , и 0)(2  rr


. Тогда из выражения (9.30) с учетом 

(9.24) найдем 
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  ,   (9.31) 

где rdrr
Ze

R 322 )(
1
   - протонный среднеквадратичный радиус ядра. Поскольку  

    
33

0

3
2

)0(
na

Z
ns


 , 

для поправки к уровню энергии ns  окончательно находим 

    Ry
na

R
ZEns 32

0

2
4 1

3

4
 .     (9.32) 

Как видно, поправка быстро убывает с увеличением главного квантового числа, что свя-

зано с уменьшением вероятности обнаружить электрон внутри ядра по мере увеличения 

n . Дальнейшее уточнение полученного результата зависит от конкретного вида функ-

ции, описывающей распределение плотности заряда внутри ядра. Например, в случае 

равномерного распределения заряда 

    const
R

Ze
r

N





3)34(

)(  

имеем 22

5

3
NRR   

 Итак, учет конечного размера ядра привел к смещению s  - уровней вверх относи-

тельно их положения, рассчитанного в приближении точечного ядра. Уровни с ненуле-

вым значением орбитального момента остались несмещенными. Таким образом, «слу-

чайное» вырождение по орбитальному моменту оказалось частично снятым. Величина 

смещения достаточно мала. Например, для основного состояния атома водорода, пола-

гая, что для протона 13108.0 R  см
1
, из (9.32) находим  

    RyRy
a

R
E s

10

2

0

2

1 103
3

4  , 

однако, поправка быстро растет с увеличением заряда ядра. Поскольку различные изо-

топы одного и того же химического элемента имеют несколько отличающиеся размеры 

ядра, то положение s  - уровней у них несколько отличается. То есть, конечный размер 

ядра, так же как и конечная масса ядра (см. Глава 2), является причиной изотопического 

сдвига атомных уровней. Рассматриваемый нами эффект оказывается тем существенней, 

чем тяжелее ядро атома. 

 Тонкая структура спектра атома водорода. 

 Выше мы уже говорили, что наличие у электрона в атоме помимо орбитального 

еще и собственного механического и связанного с ним магнитного момента ведет к по-

                                                 
1
 См., например, И.М.Капитонов «Введение в физику ядра и частиц», М.: УРСС, (2002), с.23-24. 
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явлению спин - орбитального взаимодействия, которое мы не учитывали ранее при ана-

лизе спектра атома водорода. Самый простой взгляд на природу спин – орбитального 

взаимодействия заключается в попытке представить его как взаимодействие двух маг-

нитных моментов, один из которых связан с орбитальным, а другой – со спиновым дви-

жением электрона. В этом случае энергия взаимодействия может быть оценена как 

    
3

~
r

E s
s





 .       (9.33) 

Такая оценка не вполне обоснована. Действительно, выражение для диполь – дипольно-

го взаимодействия вида (9.33) получается в предположении, что характерное расстояние 

r  между пространственными областями, в которых локализованы токи, создающие маг-

нитные моменты, существенно больше размера этих областей (см рис.9.2). В нашем слу-

чае это не так. Эти пространственные размеры совпадают по порядку величины и могут 

быть оценены как 0a  - боровский радиус. Более строгое рассмотрение природы спин – 

орбитального взаимодействия будет дано позже. А сейчас оценим величину энергии с 

помощью выражения (9.33). Полагая, что mceBs 2   и 0ar  , получим 

Ry
a

E B
s

2

3

0

2

2

1



 ,  (9.34) 

где ce 2  - постоянная тонкой 

структуры. Как видно, энергия 

спин – орбитального взаимодейст-

вия примерно на четыре порядка 

меньше, чем энергия электростатического взаимодействия электрона с ядром, что по-

зволяет решать задачу об учете спин - орбитального взаимодействия в атоме по теории 

возмущений. 

 С другой стороны, вспомним, что скорость электрона на первой боровской орбите 

определяется как cv1 , а, следовательно, учет релятивистской связи кинетической 

энергии и импульса частицы  

    24222 mccmcpT       (9.35) 

даст также добавку порядка Ry2  в энергию системы. Действительно, разлагая выраже-

ние в ряд по малому параметру mcp , получим 
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       22

00 2mcTT  .   (9.36) 

Здесь первый член разложения дает «обычную» нерелятивистскую энергию mpT 22

0  , 

а второй – релятивистскую поправку. Учитывая, что в атоме водорода RyT 0 , для по-

правки получаем  

    RymcRyT 222 2  ,     (9.37) 

 
Рис.9.2. Магнитное диполь-дипольное взаимодействие. 
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т.е. величину порядка энергии спин – орбитального взаимодействия. Таким образом, обе 

поправки имеют релятивистскую природу и должны быть учтены одновременно. Как мы 

увидим, учет этих поправок приводит к возникновению так называемой тонкой структу-

ры спектра атома водорода, причем величина тонкого расщепления определяется квад-

ратом постоянной тонкой структуры
2
. 

 После проведенных качественных рассуждений перейдем к последовательному 

рассмотрению обеих поправок в рамках квантовомеханической теории возмущений. Бу-

дем рассматривать водородоподобный ион с зарядом Z . Невозмущенный гамильтониан 

этой системы имеет вид 

    
r

Ze
TH

2

00
ˆˆ  .      (9.38) 

Решение задачи на собственные значения и собственные функции гамильтониана 0Ĥ  

хорошо известно (Глава 7). Наша задача найти поправки к уровням энергии, обуслов-

ленные релятивистскими эффектами. 

 1) Учет релятивистской связи импульса и энергии электрона. 

 Начнем с учета поправки к энергии электрона, обусловленной релятивистской 

связью энергии и импульса электрона. Переход к квантовой механике означает, что вы-

ражение (9.36) приобретает смысл соотношения между операторами. Величину 
22

0 2ˆ mcT , которая с физической точки зрения представляет собой релятивистскую по-

правку к кинетической энергии электрона, мы будем трактовать как оператор возмуще-

ния T̂ . Тогда поправка к положению энергетических уровней может быть записана в 

виде 

   nrZeHn
mc

nTnET |)ˆ(|
2

1
|ˆ| 22

02
 .   (9.39) 

Учитывая, что n  есть собственные функции гамильтониана 0Ĥ , из (9.39) получаем 

   24222

2
112

2

1
reZrZeEE

mc
E nnT   .   (9.40) 

Здесь  

    22 nRyZEn        (9.41) 

- уровни энергии невозмущенного гамильтониана, а знак  означает квантовомехани-

ческое усреднение по состоянию n . Учитывая, что
3
  

   
0

2

2 )(
1
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Z
rdrrR

r
n ,    


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2
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3

2
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2 


an

Z
drrR

r
n   (9.42) 

(здесь )(rRn  - радиальная волновая функция водородоподобного атома), получим 

   














n
E

n

Z
E nT

4

3

21

122


 ,     (9.43) 

                                                 
2
 Отсюда происхождение названия – постоянная тонкой структуры. 

3
 Эти интегралы вычисляются аналитически с учетом свойств обобщенных полиномов Лагерра. 
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где nE  определяется формулой (9.41). Как видно, поправка растет как четвертая степень 

Z и быстро уменьшается с увеличением главного квантового числа. Важно, что учет ре-

лятивистской поправки снимает «случайное» вырождение по орбитальному моменту. 

Все уровни смещаются вниз по энергии, причем уровни с большим значением орбиталь-

ного квантового числа испытывают меньшее смещение, чем уровни с малым  .  

 2) Спин – орбитальное взаимодействие. 

 Рассмотрим теперь другую релятивистскую поправку, приводящую не только к 

сдвигу, но и расщеплению энергетических уровней, а именно спин – орбитальное взаи-

модействие. Наша задача теперь записать выражение для оператора спин – орбитального 

взаимодействия sV
ˆ . Как уже отмечалось, представление о спин – орбитальном взаимо-

действии, как о взаимодействии двух магнитных диполей не вполне удовлетворительно. 

Спин – орбитальное взаимодействие можно рассматривать как релятивистский эффект, 

заключающийся во взаимодействии собственного магнитного момента электрона с маг-

нитным полем, возникающим в его собственной системе отсчета, определяемой орби-

тальным движением. В этой системе отсчета ядро с зарядом Ze  движется вокруг элек-

трона и создает магнитное поле 


, которое мы можем записать в виде 

      v
c


,

1
 ,      (9.44) 

где r
r

Ze 
3

  - электростатическое поле, создаваемое атомным ядром. Фактически выра-

жение (9.44) есть формула преобразования полей в нерелятивистском случае при пере-

ходе из одной системы отсчета в другую
4
. Поэтому выражение для энергии спин - орби-

тального взаимодействия мы можем записать в виде 

      


 ssV  ,      (9.45) 

где s
mc

e
s


  - собственный магнитный момент электрона. В дальнейшем нам будет 

удобно выражать спиновый и орбитальный механический моменты в единицах постоян-

ной Планка, поэтому выражение для s


 перепишем в виде 

     sBs


 2 .      (9.46) 

Подставляя в (9.45) выражения (9.44) и (9.46), получим 

        svr
cr

Ze
V Bss


 ,,2

3
  . 

Учитывая, что  vmr





,  и выражая момент также в постоянных Планка, окончательно 

для энергии спин – орбитального взаимодействия получим  

     s
r

Z
V Bs





 ,4
3

2 .       

                                                 
4
 На самом деле выражение (9.44) справедливо при переходе из одной инерциальной системы отсчета в 

другую, и не может быть использовано при переходе во вращающуюся систему координат. С этим обстоя-

тельством связана необходимость введения поправки в энергию спин – орбитального взаимодействия, 

называемой поправкой Томаса – Френкеля. 
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Переход к квантовой механике означает замены физических величин соответствующими 

операторами. Поэтому имеем выражение для оператора энергии спин – орбитального 

взаимодействия 

    





 s

r

Z
V Bs

ˆ,
ˆ

4ˆ
3

2 



 . 

Правильное выражение для этого оператора (оно может быть получено в рамках реляти-

вистской теории Дирака) отличается от приведенного выше ровно в два раза: 

    
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V Bs
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2 
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Дополнительный множитель («два») называют поправкой Томаса
5
 – Френкеля

6
. Для 

дальнейшего нам будет удобно переписать оператор спин – орбитального взаимодейст-

вия в виде: 

    
 

2

ˆˆˆ
2ˆ

222

3

2 sj

r

Z
V Bs





 ,     (9.48) 

где 2̂ , 2ŝ  - операторы квадрата орбитального и спинового моментов, 2ĵ  - оператор 

квадрата полного механического момента электрона sj ˆˆˆ 


 . Напомним, что все эти 

моменты выражаются в единицах постоянной Планка. Для определения поправки к по-

ложению энергетического уровня нам надо теперь посчитать величину матричного эле-

мента оператора sV
ˆ  в базисе собственных функций невозмущенного гамильтониана. 

 Прежде чем перейти к вычислению соответствующего матричного элемента 

вспомним, что в атоме водорода (на самом деле – для электрона в любом центрально – 

симметричном потенциале) мы сумели построить два различных набора базисных функ-

ций smmn ,,,   и jmjn ,,, . Какой из них нам сейчас следует использовать? Заметим, 

что эти два набора были введены для атома в предположении, что спин – орбитальное 

взаимодействие отсутствует. Наличие спин – орбитального взаимодействия в атоме ме-

няет ситуацию. Легко видеть, что полный атомный гамильтониан sVHH 
ˆˆˆ

0   не ком-

мутирует с операторами z  - проекции орбитального и спинового моментов. А значит, в 

стационарном состоянии атома эти величины точно не определены, т.е. стационарное 

состояние не может быть охарактеризовано набором квантовых чисел smmn ,,,  . В то 

же время легко убедиться, что полный атомный гамильтониан коммутирует с операто-

рами 2ĵ  и zĵ . На этом основании мы приходим к выводу, что в присутствие спин – ор-

битального взаимодействия мы должны работать в базисе состояний jmjn ,,, . Тогда, 

учитывая, что  

   jj mjnjjmjnj ,,,)1(,,,ˆ2   , 

   jj mjnmjn ,,,)1(,,,ˆ 2   , 

   jj mjnssmjns ,,,)1(,,,ˆ2   , 

                                                 
5
 L. Thomas (1903 -1992) – британский и американский физик – теоретик. 

6
 Я. И. Френкель (1894 - 1952) – советский физик-теоретик. 
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запишем выражение для поправки к энергии состояния, обусловленной учетом спин - 

орбитального взаимодействия, в виде 

    )1()1()1(
1
3

2  ssjj
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ZE Bs  ,   (9.49) 

где  drrR
rr

nl )(
11 2

3
 - усредненное по квантовому состоянию значение 31 r . Значение 

этого интеграла также известно: 
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Тогда, учитывая, что 21s , 21 j , из (9.49) получим 
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Окончательный ответ получается, если просуммировать обе поправки 
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Формула (9.52) называется формулой тонкой структуры (формулой Дирака) и описывает 

релятивистские поправки в положение энергетических уровней в спектре водородопо-

добного иона. 

 С точки зрения теоретической физики полученная формула является разложени-

ем по параметру Z  решения уравнения Дирака для частицы в кулоновском поле. Од-

нако, на самом деле ситуация оказывается несколько более сложной. Во-первых, следует 

считать, что спин-орбитальное взаимодействие существует лишь в состояниях с ненуле-

вым значением орбитального квантового числа, и, стало быть, для s  - состояний выра-

жение (9.51) использовано быть не может. Во-вторых, при анализе уравнения Дирака 

помимо рассмотренных двух поправок возникает еще одна, описываемая оператором 
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 ,      (9.53) 

и называемая поправкой Дарвина
7
. Очевидно, эта поправка дает отличный от нуля вклад 

лишь для s  - состояний: 
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Учитывая, что 
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7
 Charles Darwin (1887 - 1962) – английский физик – теоретик и математик. 
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Складывая полученную поправку с поправкой (9.43), для s  - состояний получим 
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Полученное выражение совпадает с (9.52) для случая 0 8
. Это означает, формула Ди-

рака (9.52) может быть использована для любых значений орбитального квантового чис-

ла. 

 Как видно, спин – орбитальное взаимодействие приводит к расщеплению уровней 

по значению полного механического момента атома. Уровень с большим значением 

21 j  лежит выше, чем уровень с меньшим значением 21 j . Такая ситуация 

имеет понятную физическую интерпретацию. Величина энергии спин - орбитального 

взаимодействия определяется скалярным произведением  sV s





 ~ . Если вектора 


 и s


  

 «параллельны» друг другу (т.е. 21 j ), величина энергии sV  оказывается положи-

тельной. Наоборот, при «антипараллельной» ориентации векторов скалярное произведе-

ние меняет знак, и энергия sV  оказы-

вается отрицательной. Заметим, одна-

ко, что вырождение снимается частич-

но. В соответствии с нашей теорией 

состояния с различными значениями 

 , но одним и тем же значением j  

(например, 212s  и 212p ) оказываются 

по-прежнему вырожденными.  

 Общий вид спектра атома во-

дорода с учетом тонкой структуры 

приведен на рис.9.3. Как видно, все 

уровни с ненулевым значением орби-

тального момента расщепились надвое 

(стали дублетами). Величина этого 

дублетного расщепления может быть 

легко определена с помощью формулы Дирака: 
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В частном случае для дублета 23,212p  в атоме водорода имеем 52 105.416  RyE  

эВ. Это максимальная величина тонкого расщепления в атоме водорода. Как видно из 

(9.52), она быстро убывает с увеличением главного и орбитального квантового чисел. 

 Понятие о тонкой структуре спектров многоэлектронных атомов. 

 Мы пока не рассматривали особенности строения многоэлектронных атомов. Од-

нако, некоторые соображения о тонкой структуре их спектров можно высказать уже 

сейчас. Так, в отличие от атома водорода, где для расчета тонкой структуры надо при-

нимать во внимание спин – орбитальное взаимодействие и релятивистскую связь им-

                                                 
8
 В этом смысле иногда условно говорят, что поправка Дарвина описывает энергию спин-орбитального 

взаимодействия для s  - состояний электрона в атоме водорода. 

 
Рис.9.3. Тонкая структура спектра атома водорода. 
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пульса и энергии, в многоэлектронных атомах тонкая структура спектра обусловлена 

только спин – орбитальным взаимодействием в атоме. Это связано с отсутствием «слу-

чайного» вырождения в спектрах многоэлектронных атомах. Действительно, рассмот-

ренная нами первая релятивистская поправка лишь слегка смещает положение уровня, 

но не приводит к его расщеплению. В такой ситуации ее влиянием на положение уров-

ней с различными значениями орбитального момента   в многоэлектронном атоме 

можно пренебречь. В то же время спин – орбитальное взаимодействие приведет к рас-

щеплению уровня в мультиплет, число компонент которого определяется числом воз-

можных ориентаций векторов 


 и s


 в пространстве, т.е. числом различных значений j


. 

Более подробно с тонкой структурой спектров многоэлектронных атомов мы познако-

мимся в Главе 11. 

 Понятие о сверхтонкой структуре атомных спектров. 

 Атомное ядро, так же как и электрон, обладает собственным механическим мо-

ментом количества движения. Он складывается из собственных механических моментов 

(спинов) и орбитальных моментов протонов и нейтронов. Известно, что спины протона 

и нейтрона равны 21 np II . Поэтому, спин ядра атома водорода 21 pH II , спин 

ядра атома дейтерия 1DI  (в дейтроне спины протона и нейтрона «параллельны» друг 

другу). Наличие орбитального движения протонов в атомном ядре приводит к существо-

ванию ненулевого магнитного момента атомных ядер. Кроме того, у нуклонов есть соб-

ственный магнитный момент, связанный со спином:  

     nNBNN Ig


 ,     (9.57) 

здесь Ng  -  так называемый g – фактор нуклона, cme pNB 2  - ядерный магнетон, pm  

- масса протона. Оказывается для протона 58.5pg , а для нейтрона 82.3ng . Отме-

тим, что наличие ненулевого магнитного момента у электрически нейтрального нейтро-

на косвенно свидетельствует о наличии у него некоторой пространственной структуры. 

Поскольку проекция спинов нуклонов на некоторую выделенную ось равна 21 , то про-

екции магнитных моментов на ту же ось, очевидно, определяются как 

     NBzp  79.2 , 

     NBzn  91.1 . 

Как видно собственные магнитные моменты нуклонов примерно на три порядка меньше, 

чем магнитный момент электрона. То же самое касается и магнитного момента, связан-

ного с орбитальным движением протона.  

 Учет взаимодействия магнитных моментов атомного электрона (или всей сово-

купности атомных электронов, если мы говорим о многоэлектронном атоме) и атомного 

ядра приводит к возникновению сверхтонкой структуры атомных спектров. Величина 

дополнительной энергии атома, обусловленной взаимодействием ядерного магнитного 

момента с магнитным моментом электронной оболочки атома, может быть оценена как 

    62
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NBB  эВ.    (9.58) 
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С другой стороны по аналогии со спин – орбитальным взаимодействием мы можем за-

писать оператор взаимодействия, приводящего к сверхтонкой структуре, в виде 

     )
ˆˆ

(ˆ IJBVJI


 ,      (9.59) 

где J
̂

 и I
̂

 - операторы полного механического момента электронной оболочки атома и 

спина ядра, B  - константа связи, ее численное значение может быть оценено по формуле 

(9.58). Величина энергии (9.59) зависит от ориентации векторов J
̂

 и I
̂

 в пространстве 

относительно друг друга. Число таких ориентаций определяется квантовым числом F , 

определяющим значение суммарного механического момента атома  IJF


 . Из об-

щих правил сложения моментов (см. Глава 8) число различных значений F  определяет-

ся как  )12(),12(min  IJ . Это и будет число компонент сверхтонкого расщепления. 

 Еще одной причиной смещения атомных уровней является наличие у многих ядер 

электрического квадрупольного момента, обусловленного отличием их формы от сфе-

рической. Как правило, этот эффект следует учитывать, прежде всего, для тяжелых ато-

мов ( 1Z ).  

 Отметим, что спины и магнитные моменты, а также электрические квадруполь-

ные моменты атомных ядер различных изотопов одного и того же химического элемента 

имеют разные значения. Поэтому оказывается различной и их сверхтонкая структура 

(как по величине расщепления, так и по числу компонент). В этом смысле сверхтонкая 

структура также является одним из проявлений изотопических эффектов в атомных 

спектрах. Это означает также, что по характеру сверхтонкого расщепления часто оказы-

вается возможным определить спин и магнитный момент атомного ядра, т.е. методами 

атомной радиоспектроскопии исследовать свойства атомных ядер. 

 Сверхтонкая структура основного состояния атома водорода. 

 В качестве примера чуть более подробно остановимся на сверхтонкой структуре 

основного состояния атома водорода 211s . В этом случае полный механический момент 

атома равен спиновому моменту единственного атомного электрона, а спин ядра опре-

деляется спиновым моментом протона. Поэтому квантовое число F  может принимать 

два значения: 1F  если спины электрона и протона «параллельны» и 0F  в случае 

«антипараллельной» ориентации спинов. В соответствии с этим приходим к выводу, что 

сверхтонкая структура основного состояния атома водорода состоит из двух компонент.  

 Проведем теперь количественный расчет сверхтонкой структуры основного со-

стояния атома водорода. В этом состоянии электрон описывается сферически симмет-

ричной функцией )(1 rs  с нулевым значением орбитального момента. Поэтому возник-

новение сверхтонкой структуры можно рассматривать как результат взаимодействия 

спинового магнитного момента протона p


 с магнитным полем 


, создаваемым элек-

тронным спином: 

     


pV  .  
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Для магнитного момента p


 имеем pNBpp Ig


 . Что касается магнитного поля 


, то 

вычислим его исходя из следующих соображений. Электрон создает в пространстве рас-

пределенный магнитный момент (намагниченность), определяемую выражением 

    srrM sB




2

1 )(2)( ,     (9.60) 

где s


 - вектор спина электрона. В соответствии с общими правилами электродинамики с 

вектором намагниченности связан ток намагничения  
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Mrotcj
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


 , 

где rrn


  - единичный вектор, «смотрящий» по радиус-вектору. Тогда вычисляя маг-

нитное поле созданное током намагничения в точке нахождения протона (в начале коор-

динат) 
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 ,     (9.61) 

получим 
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откуда  

    sIgV psBNBpp

 2

1 )0(
3

16



  .    (9.62) 

Рассматривая последнее выражение как оператор, и, принимая во внимание, что 

)(1)0( 3

0

2

1 as  , для оператора сверхтонкого взаимодействия получим 

   
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Как видно, в частном случае 211s  состояния мы вычислили константу связи в общем 

операторе взаимодействия (9.59). Учитывая также, что )ˆˆˆ(
2

1ˆˆ 222 sIFsI pp 





 

, для до-

полнительной энергии состояния с учетом взаимодействия (9.63) получим 
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где квантовое число 1,0F , а 21 sI p . Для разницы энергий между компонентами с 

0F  и 1F  получаем: 
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gEEE BNB

pFF


   .    (9.64) 

Это и есть величина сверхтонкого расщепления основного состояния атома водорода. 

Длина волны перехода между компонентами 0F  и 1F  лежит в радиочастотном 

диапазоне и составляет 1.21  см, что соответствует частоте перехода 1420 Мгц. Из-

лучение атомов водорода на этой длине волны широко используется в современной ра-
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диоастрономии при изучении пространственного распределения атомарного водорода во 

Вселенной.  

 Поскольку величина расщепления s – состояний определяется значением квадра-

та модуля волновой функции в начале координат, мы можем легко предсказать зависи-

мость величины расщепления от номера главного квантового числа s – состояния и за-

ряда ядра водородоподобного иона: 

    33~ nZE . 

Эти зависимости подтверждаются экспериментально. 

 Аналогичные расчеты могут быть легко проведены и для тяжелых изотопов водо-

рода (см. задачу 9.12). При этом надо учесть, что в дейтроне спины протона и нейтрона 

«параллельны» друг другу, а, следовательно, магнитные моменты противоположно на-

правлены. Что касается ядра атома трития, то в нем спины нейтронов направлены в про-

тивоположные стороны и компенсируют друг друга. Следовательно, как и у атома водо-

рода, магнитный момент ядра определяется наличием магнитного момента у протона. 

Поэтому можно ожидать, что величины сверхтонкого расщепления в водороде и тритии 

совпадают. Эксперимент подтверждает это предсказание. Длина волны перехода между 

компонентами сверхтонкой структуры основного состояния атома трития 8.19  см. 

 Атом в электрическом поле. Эффект Штарка. 

 В этом разделе рассмотрим влияние слабого однородного статического поля на 

структуру энергетического атома.  

 Квадратичный эффект Штарка. 

 Для упрощения задачи будем рассматривать атом в одноэлектронном приближе-

нии, считая, что имеется единственный электрон, который движется в центральном, но 

некулоновском потенциале. Оператор взаимодействия атомного электрона с внешнем 

электрическим полем запишем в виде (ось z  направим вдоль электрического поля): 

     zddV ˆˆˆ 


, 

где red



ˆ

 - оператор электрического дипольного момента атома. 

 В центрально-симметричном поле атома стационарные состояния электрона 

)(rmn


  характеризуются уровнями энергии nE , кратность вырождения которых равна 

12   и определяется числом возможных значений проекции орбитального момента на 

ось z . Все эти состояния характеризуются определенной четностью )1( . Поэтому все 

матричные элементы дипольного оператора вида 0' mnzmn  . Следовательно, в пер-

вом порядке теории возмущений электрическое поле не влияет на положение атомного 

уровня. Рассмотрим поэтому второй порядок теории возмущений. Для поправки к уров-

ню энергии из (9.14) получим 
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Как видно, величина сдвига уровней растет как квадрат электрического поля, поэтому 

рассмотренный эффект называют квадратичным эффектом Штарка
9
. Общее выражение 

(9.65) допускает упрощение для случая центрально-симметричного поля атома. Можно 

показать (см. Глава 12), что матричный элемент дипольного оператора ''' mndmn z   

отличен от нуля лишь в случае 1'   , mm ' . Поэтому 
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 принято называть статической поляризуемостью 

атома. В частности, для атома, находящегося в s  - состоянии, получим  
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Выражения (9.66), (9.67) показывают, что во втором порядке теории возмущений уро-

вень с заданными квантовыми числами n  и   расщепляется на несколько подуровней. 

Их количество определяется числом значений модуля магнитного квантового числа m , 

то есть 1 . При этом состояния с заданными m  и m  остаются вырожденными, то 

есть внешнее электростатическое поле лишь частично снимает вырождение по проекции 

орбитального момента. 

 Смещение и расщепление атомных уровней можно наблюдать по спектральному 

составу излучения атомов, помещенных в электрическое поле. Такие исследования были 

проведены Й.Штарком в 1913 году. 

 Линейный эффект Штарка. 

 Отдельно остановимся на рассмотрении эффекта Штарка в атоме водорода. Как 

мы увидим, наличие «случайного» вырождения по орбитальному квантовому числу при-

водит к качественно иной картине расщепления и, прежде всего, к линейной по полю 

величине расщепления уровней. С физической точки зрения этот результат возникает 

вследствие наличия стационарных атомных состояний с ненулевым электрическим ди-

польным моментом, характерных только для атома водорода. Действительно, любая су-

перпозиция состояний с заданным значением n  и различными значениями   в атоме во-

дорода является стационарным состоянием, однако не характеризующимся определен-

ным значением четности. Как следствие в этом состоянии атом обладает отличным от 

нуля статическим дипольным моментом.  

 Математически расчет штарковского расщепления в атоме водорода надо прово-

дит в первом порядке теории возмущений с учетом «случайного» вырождения энергети-

ческого спектра. Например, для уровня с 2n  имеем четыре вырожденных состояния 

                                                 
9
 Johannes Stark (1874-1957) – немецкий физик. Нобелевская премия (1919) «За открытие эффекта Доплера 

в каналовых лучах и расщепления спектральных линий в электрическом поле (эффект Штарка)». 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D1%84%D1%84%D0%B5%D0%BA%D1%82_%D0%A8%D1%82%D0%B0%D1%80%D0%BA%D0%B0
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s2 , 0,2 mp , 1,2 mp , 1,2 mp . Тогда уравнение (9.20), определяющее поправки к 

уровню энергии, возникающие при наложении слабого электрического поля, имеет вид 
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
, 0a  - боров-

ский радиус. Решение уравнения (9.68) дает четыре корня, 02,1 3 aeE    и 04,3 E . 

Последние два корня, соответствующие состояниям 1,2 mp , показывают, что эти со-

стояния не смещаются и остаются вырожденными. 

Задачи. 

9.1. Определить уровни энергии одномерного ангармонического осциллятора 
422 2 xxmU  . Ангармоническую добавку считать малой. 

9.2. В рамках теории возмущений определить энергетический спектр и волновые 

функции стационарных состояний системы связанных линейных гармонических 

осцилляторов с гамильтонианом 2
2121 )( xxHHH  


, где 2/22

0 iii xmTH 


 

- гамильтониан гармонического осциллятора с частотой 0 ,   - константа связи. 

Сравнить с точным решением задачи (см. задачу (6.3)). 

9.3. Определить заряд ядра Z  водородоподобного иона, при котором величины изо-

топического сдвига 1s состояния, связанные с конечной массой и конечным раз-

мером ядра, совпадают. Оценку провести в предположении, что число протонов 

и нейтронов в ядре одинаково, а радиус ядра связан с его массовым числом соот-

ношением 3/113102.1 AR    см. 

9.4.  Определить величину расщепления 2s и 2p состояний, обусловленную конечным 

размером ядра, в водородоподобном ионе с зарядом Z  (см. задачу (9.3)). 

9.5.  Мюон ( emm 207 ) находится в поле тяжелого атомного ядра ( 92Z , 238A ). 

Определить приближенный вид волновой функции основного состояния и оце-

нить потенциал ионизации такой системы. Считать распределение заряда в пре-

делах ядра равномерным. Радиус ядра связан с его массовым числом соотноше-

нием 3/113102.1 AR    см. 

9.6.  В рамках модели Бора для круговой орбиты определить величину поправки к по-

ложению энергетического уровня в водородоподобном ионе с зарядом Z , обу-

словленной релятивистской связью энергии и импульса. Полученный результат 

сравнить с квантовомеханическим расчетом.  

9.7. Используя формулу тонкой структуры найти отношение энергий тонкого расще-

пления 4p и 4f уровней атома водорода. 

9.8. Оценить отношение энергий тонкого расщепления 3p и 3d уровней атома лития 

(Z=3).  

9.9. Оценить величину тонкого расщепления дублета 23,212p  в водородоподобном 

ионе урана )92( Z . 
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9.10. Определить величину сверхтонкого расщепления состояния ns  в водородопо-

добном ионе с зарядом Z . 

9.11. Определить число компонент сверхтонкой структуры основного состояния ато-

мов дейтерия и трития. Спины ядер равны 1I  и 21I  соответственно. 

9.12. Определить величину сверхтонкого расщепления основного состояния атома 

дейтерия.  

9.13.  Оценить величину энергетического сдвига основного состояния атома водорода 

при его помещении в постоянное однородное электрическое поле (эффект Штар-

ка). 

9.14.  Оценить величину статической поляризуемости s1  состояния атома водорода. 

9.15. Определить дипольный момент атома водорода в состоянии 

2)()( 0,22  mpsr


. 
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Глава 10. Тождественность микрочастиц. 

Неразличимость микрообъектов. 

 Существенной особенностью квантовомеханического описания ансамбля одина-

ковых микрообъектов является принцип тождественности. Суть этого принципа заклю-

чается в неразличимости двух одинаковых микрочастиц, например, электронов. В отли-

чие от двух одинаковых классических объек-

тов, например, биллиардных шаров, их невоз-

можно перенумеровать, и в любой момент 

времени различать, который из электронов 

первый, а который – второй. В конечном счете, 

принципиальная неразличимость квантовых 

микрообъектов связана с отсутствием у них 

классической траектории движения.  

Чтобы пояснить смысл сказанного рас-

смотрим в качестве примера процесс рассея-

ния двух биллиардных шаров (рис.10.1) и двух 

электронов (рис.10.2) друг на друге. Пусть в 

системе центра инерции шар 1 рассеивается на 

угол   и регистрируется некоторым детектором D. Возможен и другой процесс: шар 1 

рассеивается на угол  , при этом в тот же детектор попадает шар 2 (см. рис.10.1). 

Это разные события. Именно наличие траектории позволяет проследить, хотя бы мыс-

ленно, за движением каждого из шаров. Полная вероятность регистрации объекта детек-

тором в рассматриваемом случае, есть просто 

сумма вероятностей рассеяния на угол   и на 

угол  : 

)()(  PPPcl .            (10.1) 

В квантовом случае каждый из элек-

тронов описывается волновым пакетом, дело-

кализованным в некоторой области простран-

ства. При сближении в какой-то момент вре-

мени волновые функции обоих электронов пе-

рекрываются, а, следовательно, утрачивается 

возможность их идентифицировать. В резуль-

тате, мы знаем, что детектор, расположенный 

под углом    к оси, вдоль которой движутся 

электроны, зарегистрировал попадание части-

цы, но оказывается принципиально невозмож-

но определить, какой из двух электронов был 

зарегистрирован. Оба события, представлен-

ные на рис.10.2, эквивалентны друг другу. В квантовой теории вероятность какого-либо 

 
Рис.10.1. Рассеяние классических шаров. 

Два события являются различимыми. 

 
Рис.10.2. Рассеяние тождественных частиц 

в квантовой механике. 
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события определяется как квадрат модуля амплитуды, а полная амплитуда вероятности 

регистрации электрона детектором есть 

   )()()(  ffF . 

Тогда для вероятности имеем 

  )()(Re2)()()()( *222
 ffffffPq . (10.2) 

Даже если 
2

)()(  fP , классическая (10.1) и квантовомеханическая (10.2) вероятности 

отличаются друг от друга. В квантовомеханическом случае возникает интерференция 

амплитуд, связанная с неразличимостью двух рассматриваемых событий. Какое из вы-

ражений (10.1) или (10.2) является правильным – вопрос, ответ на который должен дать 

эксперимент. В настоящее время имеется много свидетельств того (в том числе и дан-

ных по рассеянию тождественных частиц), что правильным является выражение (10.2). 

 С математической точки зрения тождественность микрочастиц требует опреде-

ленных свойств симметрии волновой функции системы частиц относительно переста-

новки их местами. Пусть, например, имеется система из двух электронов, описываемая 

волновой функцией ),( 21   (здесь 1  и 2  - совокупности координат первой и второй 

частицы). Тождественность электронов означает, что ),( 21   и ),( 12   описывают 

одно и тоже состояние двухчастичной системы. 

Введем оператор перестановки частиц местами 

    ),(),(ˆ
1221 P .     (10.3) 

В силу тождественности частиц  

    ),(),( 2112  .     (10.4) 

Подействуем на (10.3) оператором перестановки. Тогда 

   ),(),(ˆ),(ˆ
21

2

2121

2  PP .    (10.5) 

С другой стороны двойная перестановка частиц местами не меняет исходное состояние, 

т.е. 

   ),(),(ˆ
2121

2 P .      (10.6) 

Сопоставляя (10.5) и (10.6), находим 1 , т.е. 

   ),(),( 1221  .      (10.7) 

Таким образом, принцип тождественности ведет к определенной симметрии волновой 

функции двухчастичной системы: она должна быть симметрична ( )1 , либо анти-

симметрична ( 1 ) относительно перестановки частиц местами.  

 Рассмотрим важный частный случай – систему двух невзаимодействующих элек-

тронов. В этом случае, как было показано в Главе 3, волновая функция системы 

),( 21   представима в виде произведения одночастичных функций 

   )()(),( 221121  .      (10.8) 
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Выражение (10.8) не удовлетворяет принципу тождественности. Перестановка частиц 

местами ведет к другому состоянию )()( 1221  . Однако, из двух введенных одночас-

тичных функций )(1   и )(2   можно построить две комбинации, удовлетворяющие 

необходимым свойствам симметрии. Одна из них является симметричной 

   )()()()(
2

1
),( 1221221121  S ,    (10.9) 

а другая – антисимметричной относительно перестановки электронов местами 

   )()()()(
2

1
),( 1221221121  A .             (10.10) 

Наиболее важным свойством полученных состояний является то, что даже в отсутствие 

взаимодействия в общем случае волновая функция системы тождественных частиц не 

может быть представлена в виде произведения одночастичных функций, то есть 

   )()(),( 221121)(  AS .              (10.11) 

Состояния, для которых выполнено условие (10.11), называются перепутанными (от 

английского «entanglement» - перепутывание) и лежат в основе многих современных 

приложений квантовой теории, включая квантовые компьютеры и квантовую телепор-

тацию. 

 До сих пор мы рассматривали лишь систему из двух частиц. Обобщение на слу-

чай N  - частичной системы делается элементарно. Волновая функция системы из N  

частиц должна быть симметрична или антисимметрична относительно перестановки 

любой пары частиц местами: 

),...,...,...,(),...,...,...,( 11 NijNji  .            (10.12) 

В частном случае невзаимодействующих частиц правильная (то есть удовлетворяющая 

принципу тождественности) антисимметричная волновая функция N  - частичной сис-

темы может быть записана в виде 

  

)(....)()(

............

....)()(

)(....)()(

!

1
),...,(

21

2212

12111

1

NNNN

N

N
N







 .           (10.13) 

Здесь )( ii   - «обычные» одночастичные волновые функции. Многочастичная волновая 

функция, записанная в виде (10.13), называется детерминантом Слэтера
1
. Перестановка 

частиц местами означает перестановку пары столбцов в определителе (10.13). Хорошо 

известно, что при такой перестановке определитель меняет свой знак, то есть волновая 

функция (10.13) действительно является антисимметричной относительно перестановки 

любой пары частиц местами.  

 

                                                 
1
 J. Slater (1900 - 1976) – американский физик – теоретик. 
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 Бозоны и фермионы. Принцип Паули. 

 Итак, мы видели, что с математической точки зрения принцип тождественности 

частиц означает свойство симметрии: волновая функция системы частиц должна быть 

либо симметрична, либо антисимметрична относительно перестановки частиц местами. 

А какой из этих случаев реализуется в природе? Оказывается - оба. Причем симметрич-

ная волновая функция описывает совокупность частиц с целым спином ( ,...2,1,0s ), а 

антисимметричная – совокупность частиц с полуцелым спином ( ,...23,21s ). Таким 

образом, спин оказывается важнейшей характеристикой, описывающей свойства сим-

метрии частиц. 

 Помимо электронов к числу частиц с полуцелым спином относятся протон и ней-

трон, мюон (их спин - 21 ) и многие другие частицы. Целым спином характеризуются, 

например, фотон, нейтральный и заряженные пионы (  ,0 ), частицы – кванты пере-

носчики слабого взаимодействия ( 0,ZW   - бозоны) и другие частицы. Понятие спина 

может быть введено и для составного объекта в случае, если энергия связи этого объекта 

значительно превышает его энергию взаимодействия с окружающим миром. Например, 

энергия связи атомных ядер на много порядков превышает энергию взаимодействия яд-

ра с электронной оболочкой атома. Это позволяет рассматривать ядро как единый объ-

ект и ввести понятие его спина. Аналогично, если в газе или жидкости энергия взаимо-

действия атомов (молекул) мала по сравнению с их внутренней энергией (потенциалами 

ионизации и (или) диссоциации), то можно говорить о спине атома или молекулы. 

Из рассмотренных свойств симметрии волновой функции системы частиц с оче-

видностью следует принцип Паули. Две частицы с полуцелым спином не могут нахо-

диться в одном и том же квантовом состоянии. Действительно, пусть )()( 21  . 

Тогда 

    0)()()()(
2

1
),( 1121211121  A ,            (10.14) 

т.е. такое состояние невозможно. Этот принцип (известный также как принцип запрета 

Паули) был сформулирован В.Паули еще до создания квантовой механики на основе 

анализа атомных спектров.  

 Как мы увидим в дальнейшем, принцип Паули необходим для понимания строе-

ния электронных оболочек атомов. Поэтому дадим и другую формулировку принципа, 

часто использующуюся в атомной физике. Поскольку волновая функция атомного элек-

трона однозначно задается квантовыми числами smmn ,,,  , то можно утверждать, что в 

атоме не может быть двух электронов, характеризующихся одним и тем же набором  

квантовых чисел.  

 Макроскопические ансамбли микрочастиц. 

 Из сказанного ясно, что статистические свойства ансамбля частиц с различным 

значением спина (целого, или полуцелого) оказываются различными. Принцип Паули не 

позволяет частицам с полуцелым спином (например, электронам) занять состояние с 

минимальной энергией. Частицы оказываются распределены по энергетическим уров-

ням, причем чем больше число частиц в ансамбле, тем более высокие состояния оказы-
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ваются заселены. В результате средняя энергия ансамбля частиц зависит от их количест-

ва и отлична от нуля даже при нулевой температуре. Как следствие, ансамбль макроско-

пически большого числа частиц не подчиняется законам классической статистики, оста-

ется квантовым при достаточно низких температурах
2
. Типичным примером такого ан-

самбля является электронный газ в металлах, который остается квантовым объектом при 

температурах вплоть до температуры кипения вещества. Статистические свойства ан-

самбля частиц с полуцелым спином описываются распределением Ферми
3
 – Дирака. По-

этому частицы с полуцелым спином называют ферми- частицами, или фермионами.  

 Что касается частиц с целым спином, то они могут находиться в одном и том же 

квантовом состоянии, более того, учет свойств симметрии волновой функции приводит 

к увеличению вероятности оказаться в одном и том же состоянии по сравнению с расче-

тами, не учитывающими это свойство. В результате для частиц с целым спином заселен-

ность основного энергетического состояния оказывается больше, чем в теории, не учи-

тывающей свойства симметрии волновой функции относительно их перестановки мес-

тами
4
. В результате при отличных от нуля температурах макроскопически большое чис-

ло частиц оказывается в состоянии с минимальной энергией – наблюдается явление бозе 

- эйнштейновской конденсации. Это означает, что статистические свойства ансамбля 

частиц с целым спином также отличаются от свойств ансамбля классических частиц и 

описываются распределением Бозе
5
 - Эйнштейна. Соответственно, частицы с целым 

значением спина принято называть бозе- частицами или бозонами.  

 Экспериментально получить бозе-конденсат удалось сравнительно недавно, в 

1995 году в парах натрия и рубидия. Оказалось, что для этого необходимы чрезвычайно 

низкие температуры, на уровне 7107.1 T  К. Столь низкие температуры удается по-

лучить методами лазерного охлаждения. В первых опытах конденсат представлял собой 

висящее в магнитно-оптической ловушке газовое облачко, состоящее из 2000 атомов ру-

бидия. За эти эксперименты в 2001 году Э. Корнеллу, К. Виману
6
 и В. Кеттерле

7
 была 

присуждена Нобелевская премия по физике. К настоящему времени удалось получить 

бозе-конденсат из нескольких сотен тысяч атомов натрия.  

Отметим также, что именно с возникновением бозе-конденсата связаны такие 

макроскопические квантовые явления в твердых телах как сверхтекучесть и сверхпрово-

димость. При этом для возникновения сверхпроводящего состояния необходимо, чтобы 

в электронном газе произошло спаривание электронов с противоположными спинами. 

                                                 
2
 С повышением температуры частицы заселяют все более высокие энергетические состояния, в результа-

те вероятность для двух частиц попасть в одно и то же состояние падает, и мы  постепенно переходим к 

классическому статистическому распределению. 
3
 E. Fermi (1901 - 1954) – итальянский физик, Нобелевская премия (1938) «За доказательство существова-

ния новых радиоактивных элементов, полученных при облучении нейтронами, и связанное с этим откры-

тие ядерных реакций, вызываемых медленными нейтронами»  
4
 Такой случай соответствует классической статистической теории. 

5
 Sh. Bose (1894 - 1974) – индийский физик. 

6
 E. A. Cornell (р. 1961), C. Wieman (р. 1951) – американские физики. Нобелевская премия (2001) «За экс-

периментальное наблюдение бозе-эйнштейновской конденсации в разреженных газах атомов щелочных 

металлов и за первые фундаментальные исследования свойств таких конденсатов» (совместно W. 

Ketterle). 
7
 W. Ketterle (р. 1957) – немецкий физик, Нобелевская премия (2001), совместно с E.A. Cornell, C. Wieman. 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D1%80%D0%BD%D0%B5%D0%BB%D0%BB,_%D0%AD%D1%80%D0%B8%D0%BA
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B8%D0%BC%D0%B0%D0%BD,_%D0%9A%D0%B0%D1%80%D0%BB
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B5%D1%82%D1%82%D0%B5%D1%80%D0%BB%D0%B5,_%D0%92%D0%BE%D0%BB%D1%8C%D1%84%D0%B3%D0%B0%D0%BD%D0%B3
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D1%80%D0%BD%D0%B5%D0%BB%D0%BB,_%D0%AD%D1%80%D0%B8%D0%BA
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B8%D0%BC%D0%B0%D0%BD,_%D0%9A%D0%B0%D1%80%D0%BB
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B8%D0%BC%D0%B0%D0%BD,_%D0%9A%D0%B0%D1%80%D0%BB
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B8%D0%BC%D0%B0%D0%BD,_%D0%9A%D0%B0%D1%80%D0%BB
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D1%80%D0%BD%D0%B5%D0%BB%D0%BB,_%D0%AD%D1%80%D0%B8%D0%BA
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Такие электронные пары (их называют куперовскими
8
) возникают при определенных 

условиях в результате взаимодействия электронов с кристаллической решеткой и могут 

быть рассмотрены как бозе – частицы. Бозе-конденсация куперовских пар и означает пе-

реход в сверхпроводящее состояние.   

Таким образом, свойства симметрии волновой функции системы тождественных 

частиц относительно их перестановки местами ведут к совершенно различным стати-

стическим распределениям в ансамбле частиц
9
. В качестве еще одного примера прояв-

ления свойств симметрии волновой функции в макроскопическом мире рассмотрим воз-

никновения сверхтекучести в жидком гелии. Наиболее широко распространенным изо-

топом гелия является He4

2 . Атомное ядро этого изотопа имеет нулевой спин (является 

бозоном). Электронная оболочка атома в основном состоянии также характеризуется 

нулевым значением полного механического момента. Поэтому атом в целом имеет нуле-

вой механический момент количества движения и может быть рассмотрен как бозе-

система. При определенном значении температуры ( 17.2* T  К) в жидком гелии на-

блюдается явление бозе-конденсации, что и означает возникновение сверхтекучей фазы 

вещества. Известен и другой изотоп гелия - He3

2 . У этого атома точно такое же строение 

электронной оболочки, в ядре же имеется один нескомпенсированный спин нейтрона, в 

результате чего атомное ядро, а, следовательно, и атом в целом оказывается ферми – 

системой. В системе фермионов возникновение бозе-конденсации невозможно, а, следо-

вательно, невозможно и явление сверхтекучести. И действительно, при температурах в 

несколько градусов Кельвина в жидком гелии He3  сверхтекучесть не наблюдается. В 

1972-74 годах было установлено, что в He3  сверхтекучесть возникает лишь при темпе-

ратурах меньших 3* 106.2 T  К. Возможность возникновения сверхтекучести в He3  

обусловлена следующим. При таких низких температурах силы притяжения между ато-

мами (силы Ван-дер-Ваальса) приводят к образованию молекулярных комплексов 

 23He . В отличие от атомов He3  эти молекулярные комплексы являются бозе-

частицами, что и приводит, в конечном счете, к возникновению сверхтекучести. Подво-

дя итог сказанному, мы бы хотели отметить еще раз, что совершенно различные свойст-

ва систем из ферми- и бозе – частиц не связаны с каким-либо новым физическим взаи-

модействием между ними, а являются проявлением свойств симметрии волной функции 

системы частиц. 

В заключение этого раздела ответим на важный вопрос, который обсуждался на-

ми при анализе корпускулярных и волновых свойств микрочастиц (Глава 1). А именно, 

почему, несмотря на то, что отдельным микрочастицам (например, фотонам, электро-

нам) присущи как корпускулярные, так и волновые свойства, когда мы говорим об элек-

тромагнитном излучении, мы обычно говорим о волновом поле, которое при определен-

ных условиях проявляет корпускулярные свойства. И, наоборот, когда мы говорим об 

электронах, то обычно имеем в виду частицы, которым, бывает, присущи и волновые 

                                                 
8
 Куперовские пары – по имени Л.Купера (L. Cooper, р.1930) - одного из создателей современной теории 

сверхпроводимости, Нобелевская премия (1972). 
9
 В квантовой теории доказывается теорема, утверждающая, что совокупности частиц с целым и полуце-

лым спином должны описываться соответственно симметричной и антисимметричной волновой функцией 

относительно перестановки частиц местами (теорема о связи спина и статистики). 
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свойства. То есть для ансамбля частиц возникает некоторая асимметрия в описании. 

Причина здесь в связи спина со статистикой. Совокупность большого числа фотонов, 

которые являются бозонами, может находиться в одном и том же квантовом состоянии, 

что приводит к возможности возникновения классического электромагнитного поля
10

. 

При рассмотрении электромагнитных явлений, как правило, мы имеем дело с огромным 

количеством фотонов, которые практически всегда образуют классическое поле.
11

 В та-

кой ситуации обнаружить квантовые свойства излучения оказывается не всегда возмож-

но. Наоборот, если говорить о совокупности электронов, образование классического 

электронного поля принципиально невозможно. Принцип Паули не позволяет даже двум 

электронам занять одно и тоже квантовое состояние. В результате волновое поле оказы-

вается всегда квантовым, и прежде всего проявляются корпускулярные свойства объек-

та. 

Задачи. 

10.1. В потенциальной яме трехмерного изотропного гармонического осциллятора 

222rmV   находятся восемь одинаковых ферми-частиц. Пренебрегая их взаи-

модействием между собой, определить энергию основного состояния такой сис-

темы. Как изменится эта энергия при добавлении еще одной такой же частицы?  

10.2.  Оценить среднее значение кинетической энергии электронного ферми-газа в ме-

таллах при нулевой температуре. Сравнить полученную величину с характерной 

энергией кулоновского взаимодействия электронов. Указание: Определить число 

энергетических состояний в интервале энергий от E  до dEE   и, считая, что 

концентрация свободных электронов в металле ~ 2310  см
-3

, найти максимально 

возможную энергию электрона в металле.  

10.3. Показать, что для вырожденного электронного газа степень его идеальности воз-

растает с увеличением плотности. 

                                                 
10

  Понятие классического электромагнитного поля является значительно более сложным, чем представле-

ние о состоянии с большим числом фотонов. Более подробно этот вопрос будет обсуждаться в Главе 14. 
11

 В настоящее время экспериментально получены и неклассические электромагнитные поля, несущие 

макроскопически большую энергию и содержащие огромное количество фотонов – так называемый «сжа-

тый свет». Такие поля представляют собой еще один макроскопический квантовый эффект и широко изу-

чаются в современной квантовой оптике (см. Глава 14). 
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Глава 11. Многоэлектронный атом 

Перейдем теперь к изучению свойств многоэлектронных атомов. В общем случае 

волновая функция такой системы есть ),...,( 1 Z , где i  ( Zi ,...,1 ) - совокупность ко-

ординат всех атомных электронов. Мы уже отмечали, что взаимодействие между элек-

тронами делает невозможным введение одноэлектронных волновых функций. Поэтому 

для описания стационарных состояний атома с Z электронами, вообще говоря, необхо-

димо решать стационарное уравнение Шредингера в Z3  - мерном пространстве. Такая 

задача не может быть решена точно даже для случая 2Z , поэтому необходимо искать 

приближенные подходы к решению задачи. 

Простейший подход к решению задачи о строении электронной оболочки много-

электронных атомов заключается во введении одноэлектронных волновых функций и 

представлении полной волновой функции в виде их произведения. В простейшем случае 

такие одноэлектронные функции могут быть построены, если пренебречь межэлектрон-

ным взаимодействием по сравнению с взаимодействием электронов с атомным ядром, а 

затем попытаться учесть межэлектронное взаимодействие по теории возмущений. Мы в 

дальнейшем используем такой подход для описания простейшего многоэлектронного 

атома – атома гелия. Однако, интуитивно ясно, что для нейтральных атомов суммарная 

энергия межэлектронного взаимодействия и взаимодействия электронов с ядром имеют 

один порядок величины, а, значит, точность расчетов, проведенных по теории возмуще-

ний, окажется низкой
1
. Поэтому в данной главе мы рассмотрим другой подход, также 

приводящий к возможности построения волновой функции многоэлектронного атома в 

виде произведения одноэлектронных функций. С физической точки зрения этот подход 

базируется на приближении самосогласованного поля, о котором мы упоминали в Главе 

3, а с математической – на вариационном методе решения задач на собственные значе-

ния и собственные функции оператора Гамильтона. 

Вариационный метод. 

В этом разделе остановимся на краткой формулировке вариационного метода ре-

шения приближенного решения стационарного уравнении Шредингера. Покажем, что 

функционал вида 

     dHJ )(ˆ)()( * ,     (11.1) 

заданный на множестве функций с интегрируемым квадратом, при дополнительном ус-

ловии нормировки 

         1)()(*  d       (11.2) 

характеризуется экстремумом на функции )( , совпадающей с решением стационарно-

го уравнения Шредингера 

                                                 
1
 Сказанное относится к нейтральным атомам. В случае тяжелых многозарядных ионов расчеты по теории 

возмущений могут иметь заметно более высокую точность. 
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      EĤ .      (11.3) 

Как известно, необходимым условием экстремума функционала (11.1) при дополнитель-

ном условии (11.2) является равенство нулю вариации 

    0))((  J ,     (11.4) 

где   - неопределенный множитель Лагранжа. Раскрывая вариацию в (11.4), получим 

   0ˆˆ  HH , 

откуда с учетом эрмитовости Гамильтониана  HH ˆˆ  имеем 

    0ˆˆ  HH .   (11.5) 

Поскольку равенство (11.5) должно выполняться для произвольной  , получим 

    Ĥ , 

то есть стационарное уравнение Шредингера, причем множитель   имеет смысл энер-

гии системы. 

Таким образом, экстремум функционала (11.1) при дополнительном условии 

(11.2) достигается на функции, являющейся решением стационарного уравнения Шре-

дингера. Покажем теперь, что абсолютный минимум функционала (11.1) при дополни-

тельном условии (11.2) совпадает с энергией основного состояния системы. Действи-

тельно, произвольное состояние системы )(  может быть представлено в виде линей-

ной суперпозиции собственных состояний гамильтониана Ĥ : 

    
n

nnC )()( , 

а функционал энергии )(J  имеет вид 

    
',

2

'

*

'
ˆˆ)(

nn n

nnnnnn CEHCCHJ ,  (11.6) 

где nE  - энергия состояния n . Поскольку 1EEn   ( ,...3,2,1n ), из (11.6) имеем 

1)( EJ  , то есть абсолютный минимум функционала энергии совпадает с энергией ос-

новного состояния 1E . 

 При определении вариационным методом энергии возбужденных состояний по-

мимо (11.2) в качестве дополнительных условия надо требовать ортогональности иско-

мой функции уже найденным волновым функциям низших состояний. 

 В рассмотренном виде вариационный метод полностью эквивалентен задаче на 

стационарное уравнение Шредингера. При приближенном решении уравнения Шредин-

гера ищется экстремум функционала (11.1) на некотором множестве функций, являю-

щихся подпространством пространства функций с интегрируемым квадратом. Качество 

решения оказывается тем лучше, чем ближе точная волновая функция к тому классу 

функций, на котором минимизируется функционал. Из сказанного ясно, что для успеш-
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ного решения задачи вариационным методом оказывается крайне важным хотя бы в об-

щих чертах представлять себе как устроена «правильная» волновая функция системы. 

Приближение самосогласованного поля. 

Многоэлектронный атом, как правило, рассматривают в приближении самосогла-

сованного поля Хартри. Как уже отмечалось ранее (см. Глава 3), основная идея этого 

подхода заключается в следующем. Состояние каждого из электронов описывается сво-

ей волновой функцией )( ii  , которая определяется из одночастичного уравнения 

Шредингера, описывающего движение i  -го электрона в самосогласованном потенциа-

ле, созданным ядром плюс всей совокупностью электронов, кроме заданного. При этом 

существенно, что самосогласованный потенциал сохраняет центральную симметрию, 

поэтому оказывается возможным выделение угловой части одноэлектронной волновой 

функции и введение квантовых чисел  mn ,, , характеризующих координатную волно-

вую функцию. Кроме того, спиновое состояние электрона характеризуется квантовым 

числом sm , то есть в приближении самосогласованного поля возникает тот же самый 

набор квантовых чисел, который мы использовали при описании состояния одноэлек-

тронного атома
2
.  

Более подробно рассмотрим эту схему на примере двухэлектронного атома (ато-

ма гелия, или гелиеподобного иона с зарядом Z ). Пусть состояние одного из электронов 

описывается функцией )( 11 r


 , а второго - )( 22 r


 . Тогда каждый из электронов создает в 

пространстве электростатический потенциал, определяемый как 

   


 1

3

1

11
1
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где 
2

)()( iiii rer


  - плотность заряда, создаваемая в пространстве каждым из электро-

нов. Поэтому самосогласованный потенциал, в котором движется каждый их электро-

нов, имеет вид 
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а уравнения самосогласованного поля записываются в виде 
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Полученные уравнения (11.9) и (11.10) известны как уравнения Хартри. Наша за-

дача теперь показать, что уравнения Хартри – это лучшее в классе произведения одно-

электронных функций приближение к решению точной задачи с гамильтонианом 
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2
 Сказанное нуждается в некотором уточнении. Как мы увидим в дальнейшем, в тяжелых системах крайне 

существенным оказывается спин-орбитальное взаимодействие. В этом случае состояние атомного элек-

трона правильнее характеризовать квантовыми числами jmjn ,,, . 
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Здесь 
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энергия межэлектронного взаимодействия. 

 Итак, будем искать минимум функционала энергии с гамильтонианом (11.11) в 

классе функций 

    )()(),( 221121 rrrr
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 ,              (11.12) 

представимых в виде произведения волновых функций каждого конкретного электрона: 
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Варьируя этот функционал, например, по функциям )( 11 r


  и )( 22 r
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  соответственно, по-

лучим 
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Полная энергия двухэлектронной системы есть 
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где последнее слагаемое учитывает тот факт, что энергия межэлектронного взаимодей-

ствия в сумме 21 EE   учтена дважды. 

Как видно, система уравнений (11.13) и (11.14) совпадает полученными ранее ин-

туитивным путем уравнениями Хартри (11.9) и (11.10). Строгий вывод уравнений Хар-

три из вариационного принципа был выполнен В.А.Фоком
3
. Отметим, что полученные 

уравнения Хартри не удовлетворяют принципу тождественности. Введенная нами пол-

ная волновая функция системы двух электронов (11.12) не является ни симметричной, 

ни антисимметричной относительно перестановки электронов местами. Фактически 

вместо (11.12) надо использовать функции вида 
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симметризованные относительно перестановки электронов местами. Модификация 

уравнений самосогласованного поля Хартри с целью удовлетворить принципу тождест-

венности была также выполнена В.А.Фоком. Поэтому в современной литературе по 

атомной физике приближение самосогласованного поля известно также как метод Хар-

три – Фока. Следует иметь в виду, что эффективность использования метода Хартри или 

Хартри - Фока для описания структуры многоэлектронного атома в значительной мере 

обусловлена тем, что существенной частью самосогласованного потенциала является 

потенциал взаимодействия электрона с атомным ядром, а энергия межэлектронного 

                                                 
3
 В. А. Фок (1898 - 1974) - советский физик – теоретик. 
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взаимодействия, как правило, меньше. Это позволяет в ряде случаев (особенно при каче-

ственном анализе атомной структуры) существенно упростить задачу и рассматривать 

структуру многоэлектронного атома в рамках теории возмущений, выбирая в качестве 

нулевого приближения приближение невзаимодействующих электронов. 

 В заключение этого раздела заметим, что приближение самосогласованного поля 

также широко используется в теории атомного ядра с целью построения волновой функ-

ции системы в виде произведения однонуклонных функций. В теории ядра приближение 

самосогласованного поля лежит в основе одночастичной оболочечной модели ядра. В 

рамках этой модели каждый из нуклонов движется в потенциальном поле, создаваемым 

всеми остальными нуклонами кроме выделенного. 

 Атомные оболочки и подоболочки. Электронная конфигурация. 

 Принцип Паули оказывается ответственным за существование оболочечной 

структуры атомов и многообразие их свойств. Если бы не принцип запрета, все электро-

ны заняли основное состояние с минимальной энергией. Как мы уже отмечали, состоя-

ние атомного электрона может быть задано с помощью набора из четырех квантовых 

чисел smmn ,,,  , причем не может быть двух электронов, у которых эти наборы кванто-

вых чисел совпадают. В результате, по мере увеличения числа электронов, они должны 

занимать состояния со все более высокими значениями главного и орбитального кванто-

вых чисел. 

 Договоримся о следующей терминологии. Атомной оболочкой (слоем) мы будем 

называть совокупность электронов с одинаковым значением главного квантового числа. 

Оболочки принято обозначать буквами латинского алфавита. Оболочку, соответствую-

щую 1n , называют K – оболочкой. Далее используют последующие буквы латинского 

алфавита L, M, ... Атомной подоболочкой мы будем называть совокупность электронов в 

атоме с одинаковыми значениями главного и орбитального квантовых чисел. Очевидно, 

число мест в подоболочке определяется набором различных значений m  и sm  для за-

данного   и равно )12(2  . Для данного значения n  главного квантового числа орби-

тальное число может принимать n  различных значений. Например, K - оболочка состоит 

из единственной подоболочки s1 , L - оболочка ( 2n ) состоит из двух подоболочек s2  

и p2 , и так далее. Общее число мест в оболочке - 22n . Суммируем все вышесказанное в 

следующей таблице: 

   n                     1              2              3                       4      

                         оболочки                  K            L              M                      N 

  подоболочки  1s        2s, 2p    3s, 3p, 3d        4s, 4p, 4d, 4f 

      число мест                 2          2,  6       2,  6,   10        2,   6,  10, 14 

Электроны, которые находятся в одной подоболочке, называются эквивалентными. 

Распределение электронов по оболочкам и подоболочкам называется электронной 

конфигурацией. Принято следующее обозначение электронной конфигурации: записы-

ваются обозначения подоболочек, в которых имеются электроны, и справа вверху ука-

зывается их количество. Например, имеется конфигурация 322 221 pss . Эта запись озна-
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чает, что имеется семь электронов, два из них находятся на K – оболочке (значит, эта 

оболочка является полностью заполненной), на L – оболочке находится пять электронов, 

из них два – в 2s и три – в 2p - подоболочках. При этом 2s –подоболочка также является 

полностью заполненной, а в 2p - подоболочке имеется еще три свободных места. Рас-

смотренная конфигурация соответствует атому азота, причем электроны в этой конфи-

гурации занимают состояния с минимальным значением энергии.  

Отметим, что задание электронной конфигурации позволяет грубо оценить энер-

гию атома. Фактически мы учли энергию взаимодействия атомных электронов с ядром и 

некоторую часть энергии электростатического взаимодействия электронов друг с дру-

гом. Для лучшего понимания общих принципов, используемых для описания строения 

электронных оболочек многоэлектронных атомов, мы сначала рассмотрим ряд простей-

ших многоэлектронных систем. К простейшим системам мы относим, во-первых, атомы 

щелочных металлов, содержащие единственный электрон сверх полностью заполненных 

оболочек и подоболочек, а, во-вторых, двухэлектронную систему - атом гелия и гелие-

подобные ионы. Затем эти принципы будут обобщены на случай атомов с произвольным 

числом электронов. 

Атомы щелочных металлов. 

К атомам щелочных металлов относятся литий Li , натрий Na , калий K , руби-

дий Rb и цезий Cs . Это элементы, которые стоят в первой группе таблицы 

Д.И.Менделеева
4
, и имеют по одному электрону во внешней оболочке атома. В качестве 

примера приведем электронные конфигурации для атомов лития и натрия: 

 Li :        ss 21 2 , 

 Na :       spss 3221 622 . 

У более тяжелых атомов щелочных метал-

лов (калий K , рубидий Rb и цезий Cs ) 

внешний электрон находится в s4 , s5  и 

s6  подоболочках соответственно. 

Внешний электрон находится дос-

таточно далеко по сравнению с остальны-

ми электронами, образующими атомный 

остов. Поэтому в первом приближении 

можно считать, что внешний электрон 

движется в поле остова, состоящего из ядра с зарядом Z  и 1Z  атомных электронов. 

Полный заряд остова оказывается единичным, однако, по сравнению с атомом водорода 

он не является точечным, а распределен по размеру порядка боровского радиуса (размер 

остова). Схематически такая структура атома щелочного металла изображена на 

рис.11.1. На расстояниях, превышающих размер атомного остова, очевидно, потенциал 

совпадает с потенциалом поля точечного заряда, наоборот, вблизи атомного ядра экра-

нирующее действие остова пропадает, и потенциал определяется зарядом атомного ядра 

Z . В общем виде это потенциал можно задать как 

       rerZrV eff

2)()(  ,              (11.15) 

                                                 
4
 Д. И. Менделеев (1834 - 1907) – русский химик. 

 
Рис.11.1 Строение атома щелочного металла. 
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где )(rZeff  - эффективный заряд, учитывающий степень экранировки ядра атомным ос-

товом. Конкретный вид функции )(rZeff  определяется распределением заряда по атом-

ному остову, однако, при любом распределении заряда она должна удовлетворять сле-

дующим условиям 
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Качественный вид распределения потенциала, в котором движется внешний атомный 

электрон приведен на рис.11.2. Как видно, потенциальная яма для этого электрона ока-

зывается глубже, чем для электрона в 

атоме водорода, а, значит, уровни сме-

стятся вниз по оси энергий. Качествен-

ный анализ ситуации можно повести в 

рамках теории возмущений аналогично 

тому, как мы рассматривали смещение 

атомных уровней, обусловленное ко-

нечным размером атомного ядра (см. 

Глава 9). Отличие заключается в знаке 

и величине эффекта. Учет конечного 

размера ядра делал потенциальную 

яму, в которой движется атомный элек-

трон, менее глубокой – в результате 

энергия уровней возрастала. Сейчас – ситуация обратная. Более существенным является 

то, что размер атомного остова на несколько порядков больше радиуса атомного ядра и 

составляет величину порядка боровского радиуса. Как следствие, происходит не только 

смещение s  - уровней, но и состояний с ненулевым значением орбитального момента. 

Если воспользоваться теорией возмущений, то величину сдвига уровней в атоме щелоч-

ного металла относительно их положения в атоме водорода можно определить как 

         drrrVrRE nn

22 )()( ,               (11.17) 

где ,n  квантовые числа внешнего электрона, rerZV eff

2)1)((  , а интеграл факти-

чески берется по размеру остова. Вычисление интеграла должно быть проведено для 

конкретного вида функции )(rZeff . Мы ограничимся лишь общими соображениями. 

Наибольшая величина поправки к энергии будет наблюдаться для s  - состояний, т.к. для 

этих состояний отсутствует центробежный потенциальный барьер, и электрон с наи-

большей вероятностью может оказаться внутри остова. По мере увеличения орбитально-

го квантового числа центробежный потенциал возрастает, что приводит к уменьшению 

вероятности обнаружить электрон внутри остова. В результате положение уровня ока-

зывается все ближе к положению аналогичного уровня в атоме водорода. Расчет показы-

вает, что с учетом конечного размера атомного остова положение энергетических уров-

ней в атомах щелочных металлов можно описать следующей формулой 

 
Рис.11.2. Эффективный потенциал, создаваемый 

атомным остовом в атоме щелочного металла. 



 180 

    
 2,



n

n
n

Ry
E


 ,               (11.18) 

где ,n  - квантовый дефект, зависящий от квантовых чисел n  и  . Спектр получился 

водородоподобным. Отметим только, что учет неточечности кулоновского центра при-

вел к снятию «случайного» вырождения по величине орбитального момента.  

 Для проведения более точных расчетов следует еще учесть поляризацию атомно-

го остова внешним электроном. Поляризация остова приводит к появлению у остова на-

веденного дипольного момента и к дополнительному взаимодействию типа «заряд - ди-

поль»). С учетом эффекта поляризации взаимодействие электрона с атомным остовом 

может быть записано в виде: 
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Здесь постоянная 1C  фактически определяет величину наведенного дипольного момен-

та. Радиальное уравнение Шредингера для функции )()( rrRru nn    записывается в виде 
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где  
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Как видно, поляризационная добавка к эффективному потенциалу не меняет его вида
5
. 

Поэтому, вводя эффективное орбитальное квантовое число * , мы можем записать эф-

фективный потенциал (11.21) в обычном виде: 
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Здесь 1

** 2)1()1( C  . Отсюда находим 
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Вспоминая, что решение уравнения (11.21) записывается в виде (Глава 7) 
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( rn  - радиальное квантовое число), введем квантовый дефект
6
 в соответствии с выраже-

нием )21(1   C . Тогда выражение для энергетического спектра также может быть 

записано в виде 

                                                 
5
  Это утверждение, конечно, не справедливо для состояний с нулевым значением орбитального момента. 

Для s  - состояний решение уравнения (11.21) с потенциалом (11.22) требует отдельного рассмотрения.  
6
 Иногда в литературе вводят поправку Ридберга   . В этом случае в знаменателе выражения 

(11.23) знак меняется на противоположный. 
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 2





n

Ry
En .               (11.23) 

Как видно, с увеличением орбитального момента величина квантового дефекта падает, и 

в пределе больших   мы переходим к спектру атома водорода. Такая зависимость кван-

тового дефекта от орбитального квантового числа обусловлена наличием центробежного 

потенциального барьера, который возрастает с увеличением  . Как уже отмечалось, в 

общем случае величина квантового дефекта зависит не только от орбитального, но и от 

главного квантового числа, хотя зависимость от главного квантового числа является 

слабой и ею часто пренебрегают.  

Данные по величинам квантового дефекта основных состояний атомов щелочных 

металлов в состояниях с различными значениями орбитального момента приведены в 

таблице
7
. В той же таблице приведены значения потенциалов ионизации тех же атомов. 

 

Z  Элемент 
s  p  d  f  Потенциал 

ионизации, эВ 

3 Li 0.412
* 

0.041 0.002 0.000 5.37 

11 Na 1.373
* 

0.883
* 

0.010 0.001 5.12 

19 K 2.230
* 

1.776
* 

0.146
* 

0.007 4.32 

37 Rb 3.195
* 

2.711
* 

1.233
* 

0.012 4.16 

55 Cs 4.131
* 

3.649
* 

2.448
* 

0.022 3.89 

Как видно из данных, представленных в таблице, величины квантовых дефектов, обу-

словленные неточечностью остова, существенно превышают по величине значения «по-

ляризационных» дефектов. Отметим также, именно возрастание размера атомного осто-

ва у тяжелых атомов щелочных металлов приводит к увеличению квантовых дефектов 

атомных состояний по мере увеличения заряда ядра. 

В заключение, в качестве примера, приведем диаграмму энергетических уровней 

атома натрия (см. рис.11.3), наглядно иллюстрирующую отмеченные выше особенности 

спектров атомов щелочных металлов. Нижнее состояние атома натрия - 213s . Выше по 

энергии лежит дублет 23,213p , еще выше – дублет 25,233d . Положение этого дублета 

практически не отличается от положения уровней с 3n  в атоме водорода
8
. В результа-

те оказывается, что уровень 214s  лежит по энергии даже ниже, чем 25,233d , но выше, 

чем 23,213p . Такое же расположение ,s  p  и d  - состояний реализуется и для более вы-

соких значений главного квантового числа. На диаграмме указаны также f - состояния, 

существующие для 4n . В дальнейшем мы увидим, что именно такое расположение 

энергетических уровней определяет последовательность заполнения атомных оболочек 

и подоболочек в многоэлектронных атомах.  

                                                 
7
 Знаком «*» в таблице помечены квантовые дефекты, при расчете которых поправка, связанная с конеч-

ным размером остова, доминирует. 
8
 Расщепление этих и вышележащих дублетов обусловлено спин – орбитальным взаимодействием и в дан-

ном разделе не рассматривается. 
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Рис.11.3. Спектр энергетических уровней атома натрия. 

Атом гелия. 

 Перейдем теперь к рассмотрению простейшей двухэлектронной системы – атома 

гелия или гелиеподобного иона. Основные идеи этого рассмотрения затем на качествен-

ном уровне будут использованы для анализа многоэлектронных систем. 

 Запишем гамильтониан нашей системы в виде (обозначение координат см. на 

рис.11.4): 

   1221
ˆˆˆˆ VHHH  ,                 (11.24) 

где  
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- гамильтонианы, учитывающие взаимодействие каждого из электронов с ядром, 

12

2

12
ˆ reV   - межэлектронное взаимодействие. Наша задача – найти собственные значе-

ния и собственные функции  гамильтониана (11.24), т.е. решить следующее стационар-

ное уравнение Шредингера 

    ),(),(ˆ
2121 rrErrH


               (11.25) 

Здесь волновая функция определена в шестимерном пространстве. В общем случае такое 

уравнение не может быть решено аналитически.  

 Для анализа задачи (11.25) можно использовать 

приближение самосогласованного поля. Однако, для 

качественного анализа проблемы мы поступим еще 

проще. Будем искать приближенное решение, вос-

пользовавшись теорией возмущений. В качестве воз-

мущения будем рассматривать оператор межэлек-

тронного взаимодействия 12V̂ . Такое приближение 

правомерно, если ядро имеет достаточно большой за-

ряд, и энергия взаимодействия каждого из электронов 

с ядром значительно превышает энергию межэлектронного взаимодействия. В случае 

атома гелия ( 2Z ) указанные энергии имеют один порядок величины. Поэтому рассчи-

тывать на хорошее согласие с экспериментальными данными будет трудно, и мы смо-

жем провести анализ структуры системы лишь на качественном уровне. 

 Итак, в нулевом приближении имеем уравнение Шредингера для невозмущенно-

го гамильтониана 

     ),(),()(ˆ)(ˆ
21

)0(

212211 rrErrrHrH


 .             (11.26) 

В уравнении (11.26) переменные легко разделяются, и волновая функция ),( 21 rr


  пред-

ставляется в виде произведения одноэлектронных функций 

    )()(),( 221121 rrrr


 .              (11.27) 

Здесь функции )( 11 r


  и )( 22 r


  удовлетворяют одночастичному уравнению Шредингера 

    )()(ˆ
11 rErH iiii


 ,            2,1i . 

Энергия системы в нулевом приближении есть сумма энергий каждого из электронов, то 

есть 

    











2

2

2

1

2

21

)0( 11

nn
RyZEEE .             (11.28) 

Здесь 1n  и 2n  - главные квантовые числа каждого из электронов. В частности, для ос-

новного состояния системы в нулевом приближении имеем 

    RyZE 2)0( 2 . 

 
Рис.11.4 



 184 

 Вспомним, однако, что для системы тождественных частиц волновая функция 

должна быть или симметрична, или антисимметрична относительно перестановки их 

местами. Поэтому вместо волновых функций вида (11.27) мы должны рассматривать их 

симметризованные комбинации (см. Глава 10): 

    )()()()(
2

1
),( 1221221121)( rrrrrrAS


 .            (11.29) 

Казалось бы, электроны являются фермионами, поэтому мы должны выбрать антисим-

метричную функцию ),( 21 rrA


 . Однако, мы забыли про спиновую часть волновой 

функции: полная волновая функция системы есть произведение пространственной и 

спиновой волновых функций 

    ),(),(),( 212121  rr


 ,              (11.30) 

где ),( 21   - спиновая волновая функция системы из двух электронов. Антисиммет-

ричной относительно перестановки электронов местами должна быть полная волновая 

функция ),( 21  . Этого можно достичь двумя способами: пространственная часть 

волновой функции является симметричной, а спиновая - антисимметричной, и, наобо-

рот, пространственная часть - антисимметричной, а спиновая – симметричной. Запишем 

поэтому 

    ),(),(),( 212121  AS rr


 , 

 ),(),(),( 212121  SA rr


 . 

 Построим теперь «правильные», то есть симметризованные относительно пере-

становки электронов местами спиновые волновые функции системы из двух электронов. 

В общем случае эта система может иметь следующие ориентации спинов: 

     ,,,, , 

которым соответствуют следующие спиновые функции 

  
21

0

1

0

1
















 , 

21
1

0

0

1
















 , 

21
0

1

1

0
















 , 

21
1

0

1

0
















 . 

Здесь индексы «1» и «2» обозначают соответственно спиновые состояния первого и вто-

рого электронов. Как видно, первая и четвертая из волновых функций являются симмет-

ричными относительно перестановки электронов местами. Две оставшихся функции пе-

реходят при перестановке друг в друга, то есть не удовлетворяют принципу тождествен-

ности. Однако, из этих состояний легко построить две симметризованные должным об-

разом комбинации, а именно  

     
2

1
, 

одна из которых является симметричной, а другая – антисимметричной относительно 

перестановки электронов местами. 

 Итак, мы имеем всего четыре спиновых состояния системы двух электронов, из 

них три описываются симметричными и одно – антисимметричной функциями. Полу-
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ченные три симметричных волновых функции образуют набор состояний с проекцией 

суммарного спина на выделенную ось z  равной 1,0 SM . На этом основании мы при-

ходим к выводу, что это триплет состояний с полным спином 1S . Что касается един-

ственного антисимметричного состояния, то для него 0SM  и, следовательно, это со-

стояние имеет полный спин 0S . Соберем теперь все полученные данные вместе: 

   

 

  ,0,0,
2

1
),(

,1,1,),(

,0,1,
2

1
),(

,1,1,),(

21
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          (11.31) 

Договоримся о терминологии. Величину 12 S  будем называть мультиплетностью. В 

рассматриваемом нами случае системы из двух электронов имеем значения 112 S  и 

312 S , т.е. набор синглетных и триплетных состояний. 

 Таким образом, мы показали, что полная волновая функция двухэлектронного 

атома должна строиться в виде 

   ),(),(),( 212121  AS rr


 , 

причем в этом случае мы имеем синглетное состояние ( 0S ), или 

),(),(),( 212121  SA rr


  

для триплетного состояния ( 1S ).  

 Мы получили принципиально важный результат. Хотя оператор спина нигде не 

стоит в гамильтониане, пространственные части волновых функции стационарных со-

стояний явно зависят от спина и описывают совершенно различные распределения элек-

тронной плотности в атоме. Как мы увидим в дальнейшем, учет межэлектронного взаи-

модействия приведет к тому, энергия стационарных состояний в одной и той же конфи-

гурации также будет зависеть от спинового состояния электронов, хотя гамильтониан 

системы и не зависит от спина. 

 Для дальнейшего рассмотрения важно заметить следующее обстоятельство. Опе-

ратор Гамильтона (11.24), учитывающий электростатическое взаимодействие между 

электронами, коммутирует с квадратом полного момента системы 
2

21

2 ˆˆˆ 





  





L :  

      0ˆ,ˆ 2 LH . 

Доказательство этого факта приведено в Приложении 5. Это значит, что мы можем по-

строить стационарные состояния системы, являющиеся одновременно состояниями с 

точно определенным квадратом полного орбитального момента. Аналогично, можно 

ввести квантовое число S , определяющее суммарный спиновый момент совокупности 

атомных электронов. 

 Проиллюстрируем сказанное конкретными примерами.  
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Рассмотрим, прежде всего, основное состояние атома гелия. Пусть оба электрона 

находятся в наинизшем энергетическом состоянии, т.е. 121  nn  и 021   . Это оз-

начает, что задана электронная конфигурация 21s . Пространственная часть волновой 

функции в этой конфигурации может быть записана в виде 

  )()(),( 211121 rrrr ss


 .                (11.32) 

Как видно, в такой конфигурации удается построить только симметричную относитель-

но перестановки электронов местами пространственную функцию ),( 21 rr


 . Значит, спи-

новая часть волновой функции должна быть обязательно антисимметричной, т.е. полный 

спин системы должен быть равен нулю, а триплетное состояние в такой конфигурации 

оказывается невозможным.  

 Перейдем теперь к рассмотрению конфигурации, когда один из электронов нахо-

дится в возбужденном состоянии, например 11 n , 22 n  и 021   . Следовательно, 

задана конфигурация ss21 . В этой конфигурации из одноэлектронных волновых функ-

ций )( 11 rs


  и )( 22 rs


  мы можем построить симметричную и антисимметричную про-

странственную комбинации 

   )()()()(
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),( 1221221121 rrrrrr ssssS


 ,              (11.33) 

   )()()()(
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),( 1221221121 rrrrrr ssssA


 ,             (11.34) 

Нетрудно убедиться, что полный орбитальный момент в этих состояниях равен нулю. 

Однако, полный спин в этих состояниях различен. Состояние (11.33) должно быть синг-

летным, а состояние (11.34) – триплетным.  

Мы уже говорили, что стационарные состояния можно охарактеризовать значе-

нием полного спинового S и полного орбитального L  момента. Если заданы суммарные 

значения L  и S  всей совокупности атомных электронов, то говорят, что задан атомный 

терм. Записывается так: LS 12  . Величина 12 S  называется мультиплетностью терма. 

В рассматриваемом нами случае конфигурации ss21  принадлежат два терма S1  и 

S3 . Спиновые и пространственные части волновых функций этих термов задаются 

функциями (11.31) и (11.33), (11.34) соответственно. Конфигурации 21s , как мы видели, 

принадлежит единственный терм S1 . 

В общем случае конфигурации sn1 , соответствующей одноэлектронному возбу-

жденному состоянию атома гелия, ситуация совершенно аналогична. Этой конфигура-

ции также принадлежат два терма, например, для 1 , P1  и P3 . 

Пока мы не учитываем электростатическое взаимодействие электронов друг с 

другом, энергии атомных термов совпадают и определяются электронной конфигураци-

ей, которая в нашем приближении, учитывает лишь взаимодействие электронов с ядром. 

Воспользовавшись теперь теорией возмущений, определим поправки к энергиям ста-

ционарных состояний, связанные с электростатическим взаимодействием электронов: 

      2

3

1

3

21211221

* ,),(, rdrdrrrrVrrE


  .             (11.35) 
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Остановимся, прежде всего, на поправке к энергии основного состояния. В этом случае с 

учетом (11.32) в первом порядке теории возмущений получим 

       
 2

3

1

3

21

2
2

21

2

11 rdrd
rr

e
rrE ss 


 .             (11.36) 

Полученному выражению можно придать наглядный физический смысл. Если ввести 

величину 
2

1 )()( rer s


  - плотность заряда в пространстве, создаваемая отдельным 

электроном, то (11.36) переписывается в виде 

      


 2

3

1

3

21

21 )()(
rdrd
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E 



 .              (11.37) 

С точки зрения классической электродинамики это есть не что иное, как электростатиче-

ская энергия взаимодействия двух распределенных зарядов
9
. Для основного состояния 

    03

0

3

1 exp)( aZr
a

Z
rs 





 

и интеграл (11.37) легко вычисляется (см. Приложение 6). Ответ выглядит так: 

    ZRyE
4

5
 .               (11.38) 

Тогда выражение для полной энергии основного состояния имеет вид 

    RyZZE )
4

5
2( 2  .              (11.39) 

Как и следовало ожидать, с увеличением заряда ядра относительный вклад энергии ме-

жэлектронного взаимодействия убывает, и применение теории возмущений оказывается 

все более обоснованным. В частном случае атома гелия ( 2Z ) из (11.39) имеем 

    8.745.5  RyE  эВ. 

Если учесть, что энергия удаления электрона из водородоподобного иона гелия состав-

ляет Ry4 , то получаем, что потенциал ионизации атома гелия 4.205.1  RyI  эВ. Экс-

периментально измеренное значение составляет 6.24exp I  эВ, т.е. мы вычислили эту 

величину примерно с 20%- ой точностью. Очень неплохо для первого порядка теории 

возмущений в рассматриваемом случае. 

 В возбужденных состояниях расчет энергии межэлектронного взаимодействия 

проводится несколько сложнее. Для конфигурации sn1 , например, имеем: 
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 .          (11.40) 

                                                 
9
 Собственно, именно выражение типа (11.37) позволяет трактовать величину 

2
)()( rer


 , как объ-

емную плотность заряда, создаваемую электроном в пространстве, и говорить о «размазанном» электроне. 

На самом деле электрон является точечным и неделимым, а размазана плотность вероятности обнаружить 

его в различных точках пространства. 
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Здесь  
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- классическая кулоновская энергия взаимодействия двух «размазанных» электронов, 
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- так называемая обменная энергия. Обменная энергия не имеет наглядного классиче-

ского истолкования. Это тоже часть электростатической энергии взаимодействия двух 

электронов, связанная со свойствами симметрии волновой функции относительно пере-

становки электронов местами, то 

есть с принципом тождественности 

микрочастиц. При этом мы пом-

ним, что знак «+» в (11.40) соот-

ветствует симметричной простран-

ственной волновой функции, то 

есть антисимметричной спиновой 

(синглетному терму). И, наоборот, 

знак «-» соответствует антисимметричной пространственной функции и симметричной 

спиновой (триплетному терму). Следовательно, триплетный терм характеризуется 

меньшим значением энергии, чем синглетный. С физической точки зрения такая ситуа-

ция понятна. В случае симметричной пространственной функции ( 0S , спины антипа-

раллельны) электроны находятся ближе друг к другу, и потому энергия их взаимодейст-

вия больше, чем для триплета, когда пространственная волновая функция антисиммет-

рична, и электроны находятся дальше друг от друга. Таким образом, электростатическое 

взаимодействие электронов привело к тому, что термы, принадлежащие одной и той же 

конфигурации, стали обладать различной энергией, причем ниже по энергии оказался 

триплетный терм. Общая схема расщепления приведена на рис.11.5. Отметим еще раз, 

что расщепление конфигурации на термы при учете электростатического взаимодейст-

вия электронов обусловлено, в конечном счете, принципом тождественности микрочас-

тиц, т.е. свойствами симметрии волновой функции относительно перестановки электро-

нов местами.  

 Не прибегая к уравнениям теории самосогласованного поля, обсудим теперь воз-

можность расчета основного состояния атома гелия вариационным методом. 

 Из расчета по теории возмущений мы видели, что межэлектронное взаимодейст-

вие уменьшает энергию связи системы. Этот факт можно рассматривать как частичную 

экранировку поля ядра вторым электроном. Поэтому можно представить себе волновую 

функцию двухэлектронной системы ),( 21 rr


  как произведение одноэлектронных волно-

вых функций задачи Кеплера в поле ядра с эффективным зарядом effZ : 

    
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.              (11.41) 

Будем искать минимум функционала энергии на множестве функций вида (11.41), рас-

сматривая effZ  как вариационный параметр. Легко видеть, что при ZZeff   функция 

 
Рис.11.5. Расщепление двухэлектронной конфигурации  

на термы с учетом электростатического  

взаимодействия электронов. 
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(11.41) является собственной функций гамильтониана двухэлектронной системы с «вы-

ключенным» межэлектронным взаимодействием. Поэтому учет этого взаимодействия 

должен привести к некоторому уменьшению величины effZ  по сравнению с Z . 

 Функционал энергии (11.1) в рассматриваемом случае имеет вид 
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и фактически является функцией параметра effZ . Вычисление интегралов, входящих в 

(11.42), дает 
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Поэтому  

RyZZZZZJ effeffeffeff )852(2)( 2  .               (11.43) 

Из условия минимума 0effdZdJ  получаем 

    165 ZZeff .                (11.44) 

Как видно, каждый из электронов действительно «чувствует» уменьшенный заряд. На-

пример, в гелии ( 2Z ) функция (11.41) соответствует приближению двух невзаимо-

действующих электронов, движущихся в поле ядра с зарядом 7.1effZ . Подставляя 

(11.44) в (11.43), найдем для энергии основного состояния атома гелия 

    RyZE eff

22 .                (11.45) 

В частности для 2Z  имеем RyE 695.5 , для энергии удаления внешнего электрона 

(потенциал ионизации атома гелия) 1.23695.1  RyI  эВ. Наше приближение оказалось 

ближе к экспериментальным данным, чем расчет по теории возмущений. 

Подводя итог обсуждению строения двухэлектронной квантовой системы, нари-

суем диаграмму энергетических термов атома гелия (см. рис.11.6). На этой диаграмме 

приведены термы, соответствующие только одноэлектронным возбуждениям (конфигу-

рациям sn1 ), числа на диаграмме задают значение главного квантового числа возбуж-

денного электрона. Отметим, что все термы являются синглетами, или триплетами. Ос-

новной терм S1  принадлежит конфигурации 21s . В этой конфигурации это единствен-

ный терм. Во всех остальных конфигурациях sn1  имеется по два терма, причем в пре 

делах одной конфигурации все триплетные термы лежат ниже по энергии. Нижний воз-

бужденный терм атома гелия - S3  в конфигурации ss21 . Его энергия возбуждения – 

примерно 19.8 эВ.  
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 Как мы увидим в дальнейшем, электромагнитные переходы между термами раз-

личных мультиплетностей запрещены (см. Глава 12). Переходы наблюдаются только 

среди синглетов и среди триплетов. Это привело к тому, что одно время даже считалось, 

что существует две формы гелия, каждая из которых характеризуется своим оптическим 

спектром.  

 До сих пор мы рассматривали только одноэлектронные возбуждения в атоме ге-

лия. Между тем есть и другой набор состояний, когда оба электрона являются возбуж-

денными (так называемые дважды возбужденные состояния). Например, пусть оба элек-

трона находятся в состоянии s2 , т.е. мы имеем электронную конфигурацию 22s . Оче-

видно, этой конфигурации принадлежит единственный терм S1 . Однако, какова его 

энергия относительно основного терма S1  конфигурации 21s ? Как видно из данных, 

представленных на рис.11.6, энергия возбуждения электрона из состояния с 1n  в со-

стояние с 2n  в атоме гелия составляет примерно 20 эВ. Поэтому энергия дважды воз-

бужденного состояния оказывается порядка 40 эВ, то есть даже больше потенциала од-

ноэлектронной ионизации. Это значит, что возможен так называемый процесс автоиони-

зации 

 
Рис.11.6. Спектр атома гелия. 
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   esHesHe   )1()2( 2 , 

т.е. ионизация атома может происходить самопроизвольно без дополнительного ввода 

энергии в систему. Вопрос лишь в том, какова вероятность такого процесса и сколько 

времени будет жить атом в дважды возбужденном состоянии. 

 В заключение этого раздела отметим, что среди химических элементов по своим 

спектрам на гелий оказываются похожи атомы, у которых на внешней оболочке нахо-

дится два s  - электрона. Это, прежде всего, атомы бериллия Be  (электронная конфигу-

рация 22 21 ss ) и магния Mg  (электронная конфигурация 2622 3221 spss ). 

 Отрицательный ион водорода. 

 Чуть подробнее остановимся на еще одной двухэлектронной системе - отрица-

тельном ионе водорода. Эта квантовая система представляет собой протон, вокруг кото-

рого «вращаются» два электрона. Экспериментально известно, что потенциал ионизации 

отрицательного иона водорода составляет 75.0H
I  эВ, т.е. RyI

H
055.0 . Поскольку 

энергия связи оставшегося электрона есть Ry , энергия основного состояния рассматри-

ваемой нами системы есть RyE 055.1(exp)  . Отметим, что возбужденных связанных со-

стояний отрицательный ион водорода не имеет. 

 В рамках подходов, рассмотренных выше, постараемся теперь описать квантовую 

систему теоретически. Фактически наша задача сводится к применению полученных 

выше результатов для случая. 

 Попытаемся сначала использовать теорию возмущений. При этом, поскольку па-

раметр малости (отношение энергии межэлектронного взаимодействия к энергии взаи-

модействия электрона с ядром) в такой ситуации отсутствует, ожидать удовлетвори-

тельных результатов вряд ли стоит. Используя выражение (11.39) при 1Z , найдем для 

энергии основного состояния RyRyE 75.0)452(  . Как мы уже отмечали, полу-

ченное значение есть энергия двух электронов в поле протона. Для потенциала иониза-

ции (энергии отрыва одного из электронов) имеем RyI
H

25.0 , т.е. отрицательную 

величину! Это означает, что в рамках рассмотренного варианта теории возмущений свя-

занного состояния двух электронов в поле протона быть не может. Наша теория оказа-

лась не способна даже на качественном уровне описать рассматриваемый объект. По-

вторимся еще раз. Это неудивительно. При 1Z  малый параметр в задаче отсутствует, 

и ожидать получение удовлетворительного результата никаких оснований нет. 

 Попытаемся теперь использовать вариационный метод с пробной функций вида 

(11.41), где, как и раньше, в качестве варьируемого параметра выступает эффективный 

заряд ядра effZ . Из (11.44) при 1Z  немедленно получаем 1611165  ZZeff , отку-

да для энергии основного состояния найдем (см. (11.45)):  

    RyRyZE eff 945.02 2  . 

Этот результат также совершенно неудовлетворителен. Энергия потенциал также полу-

чается отрицательным, т.е. связанного состояния в системе быть не должно. Это означа-

ет, что хотя пробная волновая функция вида (11.41) удовлетворительно описывает атом 

гелия, она не может быть использована для описания отрицательного иона водорода. 
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Строение этих, на первый взгляд очень похожих квантовых систем, является принципи-

ально отличным. 

 Попытаемся, используя вариационный метод, построить пробную функцию ина-

че, чем это было сделано при анализе атома гелия. Обратим внимание, прежде всего, на 

то, что первый и второй потенциалы ионизации в отрицательном ионе водорода (они со-

ставляют 0.75 эВ и 13.6 эВ) отличаются почти в 20 раз. В то же время для атома гелия их 

отношение составляет 2.2 . Такое различие наталкивает нас на мысль, что характерные 

удаления электронов от ядра в отрицательном ионе водорода существенно различны. 

Можно предположить, что отрицательный ион водорода – эта система с «вытолкнутым» 

электроном. Тогда пробную функцию двухэлектронной системы имеет смысл выбрать в 

виде 
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Мы будем полагать, что 12 aa  , т.е. второй электрон является внешним – «вытолкну-

тым». При этом естественно ожидать, что для внутреннего электрона 01 aa   ( 0a  - бо-

ровский радиус). 

 Попытка улучшить приближение (11.46), несомненно, возможна. В частности, 

наша волновая функция не удовлетворяет принципу тождественности микрообъектов и 

должна быть должным образом симметризована относительно перестановки электронов 

местами. Более важным представляется другое обстоятельство. Наша функция не учи-

тывает так называемые электронные корреляции, которые крайне существенны в систе-

ме, где энергии межэлектронного взаимодействия и взаимодействия электронов с ядром 

сравнимы между собой. Действительно, электроны отталкиваются друг от друга. Поэто-

му естественно ожидать, что они с большей вероятностью будут находиться по разные 

стороны от ядра (т.е. движение электронов является скоррелированным). Наша функция 

(11.46) совершенно не учитывает это обстоятельство: вероятности обнаружить оба элек-

трона по одну, или по разные стороны от ядра равны межу собой. Учет межэлектронных 

корреляций предполагает, что пробная волновая функция должна быть представлена в 

более сложном виде, чем (11.46): она должна зависеть не только от уже введенных нами 

вариационных параметров, но и быть некоторой функцией угла  , представляющего 

собой угол между радиус-векторами каждого из электронов. При этом пробная функция 

должна достигать максимума при значении   (электроны находятся по разные сто-

роны от ядра) и – минимума при значении 0  (электроны находятся по одну сторону 

от ядра). Такая функция была предложена С.Чандрасекаром
10

 в 1944 году 

       21122122113
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и известна как функция Чандрасекара. Как видно, последний сомножитель обеспечивает 

малость функции в области 21 rr


 , т.е. учитывает наличие межэлектронных корреляций. 

                                                 
10

 S. Chandrasekhar (1910 - 1995) – американский астрофизик и физик – теоретик, Нобелевская премия 

(1983) «За теоретические исследования физических процессов, играющих важную роль в строении и эво-

люции звёзд». 
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Функция Чадрасекара есть функция трех варьируемых параметров ( 21, aa  и C ) и обес-

печивает удовлетворительное согласие расчетных и экспериментальных данных. При 

этом оказывается, что 01 aa   а 02 3aa  , т.е. внешний («вытолкнутый») электрон нахо-

дится на расстоянии, примерно в три раза превышающем удаление от ядра внутреннего 

электрона, а внутренний электрон находится примерно на таком же расстоянии от ядра, 

как и в атоме водорода. Поэтому приближенно отрицательный ион водорода можно 

представить себе как нейтральный атом водорода, вокруг которого «вращается» еще 

один электрон. 

 Отметим также, что рассмотренная нами функция Чандрасекара находится за 

рамками приближения самосогласованного поля Хартри (Хартри – Фока), поскольку на-

личие корреляционного сомножителя не позволяет рассматривать ее как некоторую 

комбинацию одноэлектронных функций. 

 В заключение заметим, что попытка представления духэлектронной волновой 

функции в виде (11.46) возможна и для атома гелия и других гелиеподобных систем. 

Соответствующие расчеты, однако, показывают, что в этом случае «выталкивания» од-

ного из электронов не возникает, и энергетически оказывается более выгодным состоя-

ние, когда оба электрона характеризуются одинаковым удалением от ядра. Что касается 

корреляционного сомножителя, то его роль быстро убывает с увеличением заряда атом-

ного ядра. 

 Общие принципы описания многоэлектронных атомов. 

 Попытаемся использовать теперь данные, полученные при рассмотрении струк-

туры атомов щелочных металлов и атома гелия, для построения качественной картины 

строения многоэлектронного атома с произвольным числом электронов. 

 Заполнение атомных оболочек электронами. 

 Рассмотрим, прежде всего, очередность заполнения электронных оболочек и по-

доболочек в многоэлектронных атомах. Казалось бы, энергия одноэлектронных состоя-

ний в атоме определяется, прежде всего, значением главного квантового числа n . А сле-

довательно, атомные оболочки и подоболочки должны заполняться по мере увеличения 

главного квантового числа. То есть одноэлектронные состояния в оболочке, соответст-

вующей 4n , начнут заполняться электронами, только если все три оболочки с 

3,2,1n  будут полностью заполнены. Однако, как мы видели при изучении спектров 

атомов щелочных металлов, в многоэлектронных атомах энергия одноэлектронного со-

стояния сильно зависит от значения орбитального квантового числа. Состояния с глав-

ным квантовым числом n  и нулевым значением орбитального момента «проваливают-

ся» вниз так, что их энергия оказывается даже меньше, чем энергия d  - состояний, соот-

ветствующих квантовому числу 1n . Именно эта закономерность лежит в основе пра-

вила заполнения электронных оболочек и подоболочек в многоэлектронных атомах 

(правило Маделунга
11

 или правило Клечковского
12

). Это правило утверждает, что 

                                                 
11

 E. Madelung (1881 - 1972) – немецкий физик – теоретик.  
12

 В. М. Клечковский (1900 - 1972) – советский химик. 



 194 

1) из двух подоболочек ниже по энергии располагается та, для которой величина 

n  оказывается меньшей. 

2) Если для каких-либо двух подоболочек значения сумм n  совпадают, то 

ниже по энергии лежит подоболочка с меньшим значением n . 

В соответствии со сформулированными утверждениями имеем: 

n :         1     2         3              4                   5                        6                            7  

                  

      
spdfspdspdspsps1s 765465454343322  

    Z            1      3      5   11     13   19      21    31    37      39    49    55      57     72    82    87  

В последней строке Z  означает заряд ядра атома, у которого начинается заполнение 

указанной подоболочки. Таким образом, s4  и s5  подоболочки должны заполняться 

раньше, чем d3  и d4  соответственно. Еще более интересно, что f4  подоболочка ока-

зывается лежащей по энергии выше сразу трех подоболочек с большим значением глав-

ного квантового числа ( s5 , p5  и s6 ). На качественном уровне справедливость указан-

ного выше порядка заполнения подоболочек подтверждается периодическим законом 

Д.И.Менделеева. Поскольку за химические свойства элементов отвечают электроны 

внешних не полностью заполненных оболочек, то по известным химическим свойствам 

того или иного элемента можно судить о его электронном строении. Например, близость 

химических свойств Na  и K  (щелочные металлы, Z=11, 19) фактически подтверждает, 

что в атоме калия внешний электрон занимает место в s4  подоболочке, а не в d3 . О том 

же свидетельствует и схожесть химических свойств атомов магния ( 12Z ) и кальция 

( 20Z ). Заполнение внутренней f4  подоболочки должно приводить к схожести хими-

ческих свойств соответствующих элементов. Действительно, элементы с 7157 Z  об-

разуют семейство лантанидов с близкими химическими свойствами. Следует, однако, 

иметь в виду, что энергии электронов в s4  и d3  подоболочках близки
13

. Поэтому для 

ряда элементов происходит «перепрыгивание» электрона из s4  подоболочки в d3 . Та-

кие особенности распределения электронов по близко расположенным подоболочкам 

можно предсказать только в результате количественных квантовомеханических расче-

тов. 

 Термы многоэлектронных атомов. 

 При рассмотрении двухэлектронного атома (атома гелия) мы видели, что в преде-

лах одной конфигурации sn1  существуют два терма, характеризующихся различным 

полным спиновым моментом совокупности атомных электронов
14

. Волновые функции 

термов обладают отличающейся пространственной симметрией, что приводит к разным 

значениям среднего удаления электронов друг от друга и, как следствие, разной величи-

не энергии электростатического взаимодействия электронов. В результате электронная 

конфигурация расщепляется на термы. При этом величина энергетического расщепления 

                                                 
13

 Такая же ситуация имеет место и для 5s, 4d - подоболочек. 
14

 В общем случае термы, принадлежащие заданной конфигурации, могут отличаться и значением сум-

марного орбитального момента.  
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термов определяется, как мы видели, обменной частью кулоновского интеграла межэ-

лектронного взаимодействия.  

 Аналогичная ситуация реализуется и в атомах, содержащих произвольное число 

электронов. В каждой электронной конфигурации можно построить определенное коли-

чество термов, характеризующихся определенными значениями полного орбитального  

    
i

iL 


                (11.47) 

и полного спинового момента 

    
i

isS


                (11.48) 

всей совокупности атомных электронов. В отсутствие электростатического взаимодей-

ствия электронов конфигурации все атомные термы, принадлежащие одной и той же 

конфигурации, вырождены. Учет такого взаимодействия приводит к снятию вырожде-

ния, причем величина расщепления определяется пространственной структурой волно-

вой функции терма и зависит от мультиплетности терма, хотя спин и не входит в опера-

тор межэлектронного взаимодействия.  

 В качестве примера рассмотрим возможные термы в конфигурации из двух p  

электронов. Здесь возможны две различные ситуации – электроны находятся в различ-

ных подоболочках, т.е. электроны являются неэквивалентными, и электроны находятся в 

одной подоболочке (случай эквивалентных электронов). 

 Начнем со случая двух неэквивалентных электронов. Имеем электронную конфи-

гурацию pnpn'  (здесь 'nn  ). Для того, что определить термы этой конфигурации мы 

должны определить возможные значения полного орбитального и полного спинового 

моментов совокупности электронов. В рассматриваемом случае по правилам сложения 

момента имеем:  2,1,0L  и 1,0S , т.е. реализуются следующие термы 

    
.,,

,,,

333

111

DPS

DPS
               (11.49) 

Полученный результат можно записать короче: SPDSPD 31 , , или так SPD3,1 . Итак, в 

рассматриваемой конфигурации существует шесть термов, характеризующихся различ-

ными значениями энергии. 

 Случай двух эквивалентных электронов – конфигурация 2np . Казалось бы, мож-

но действовать как раньше, и написать тот же ответ. Однако, необходимо помнить про 

принцип Паули: оба электрона не могут иметь совпадающие наборы квантовых чисел. В 

случае неэквивалентных электронов главные квантовые числа принимают различные 

значения. Поэтому при определении возможных значений L  и S  принцип Паули авто-

матически соблюдается. Сейчас ситуация другая – квантовые числа n  и   обоих элек-

тронов совпадают. Значит, при построении термов необходимо учесть невозможность 

совпадения квантовых чисел m  и sm  обоих атомных электронов. Это приводит к тому, 

что часть термов, которые мы нашли в конфигурации pnpn' , не реализуется в конфигу-

рации 2np . Оказывается из шести термов (11.49) реализуются только три PDS 311 ,, . 

Остальные, в конечном счете, противоречат принципу Паули, или принципу тождест-
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венности микрочастиц. Более подробно этот вопрос рассмотрен в Приложении 7. Там же 

рассматривается построение волновых функций термов конфигураций из двух эквива-

лентных и двух неэквивалентных p  электронов.  

 Тонкая структура терма. Состояния. 

 Вспомним теперь о спин – орбитальном взаимодействии в атоме. Это взаимодей-

ствие приводит к появлению тонкой структуры терма: терм расщепляется на группу со-

стояний - мультиплет, число компонент которого определяется числом возможных ори-

ентаций векторов L


 и S


 в пространстве, то есть числом возможных значений квантово-

го числа J , задающего величину механического момента всей электронной оболочки 

атома. Таким образом, терм в заданной конфигурации – это совокупность состояний с 

заданными значениями L  и S . Для обозначения состояния многоэлектронного атома 

принято следующее обозначение  

     J

S L12  . 

Например, в конфигурации pnpn'  возможны следующие состояния 

   .,,,,, 3,2,1

3

2,1,0
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1

3

2

1

1

1

0

1 DPSDPS                (11.50) 

Полное число состояний, принадлежащих конфигурации, оказалось равно десяти.  

Легко видеть, что число состояний в терме есть  )12(),12(min  LS . В случае 

SL   их 12 S , то есть мультиплетность указывает число компонент мультиплета, на-

пример, термы P3  и D3  действительно состоят из трех компонент. В противоположном 

случае SL   число компонент терма равно 12 L  и не совпадает с мультиплетностью. 

Например, терм S3 , хотя и называется триплетным, но состоит всего из одной компо-

ненты. Что касается синглетных термов, то они всегда состоят из единственной компо-

ненты, то есть для них понятия терма и состояния совпадают. 

 Иногда введенные нами обозначения состояний многоэлектронного атома ис-

пользуют и для атома водорода и других одноэлектронных атомов (например, атомов 

щелочных металлов), указывая еще и значение главного квантового числа. Например, 

основное состояние атома водорода можно обозначить так: 21

21 S . Следует отметить, что 

такое обозначение несет избыточную информацию: мультиплетность одноэлектронной 

системы всегда равна двум. 

 Правило интервалов Ланде. 

Рассмотрим теперь тонкую структуру терма чуть более подробно. По аналогии с 

атомом водорода оператор спин – орбитального взаимодействия можно записать в виде 

      )
ˆˆ

(ˆ SLAVLS


 ,               (11.51) 

где A - константа связи, являющаяся на самом деле некоторым оператором в простран-

стве радиальных волновых функций многоэлектронного атома. Используя теорему ко-

синусов, перепишем оператор (11.51) в виде 

      222 ˆˆˆ
2

ˆ SLJ
A

VLS  .   
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Учитывая, что квантовые числа L , S  и J  задают точно определенные значения орби-

тального спинового и полного механического момента электронной оболочки атома, то 

вычисляя матричный элемент от оператора спин – орбитального взаимодействия полу-

чим 

        )1()1()1(
2

 SSLLJJ
A

EJ .    

Тогда расстояние между соседними компонентами мультиплета определяется как 

         AJEEE JJJ  1 .             (11.52) 

Последнее соотношение называют правилом интер-

валов Ланде
15

, а сам мультиплет - нормальным (если 

0A ) и обращенным (при 0A ).  

 В качестве примера рассмотрим тонкую 

структуру терма P3 , состоящего из трех состояний 

( 2,1,0J ). С учетом правила Ланде получаем 

12)()( 0112  EEEE . Сама картина расщепления 

для нормального и обращенного мультиплетов, пока-

зывающая положение состояний относительно не-

смещенного терма, приведена на рис.11.7. Экспери-

ментальные данные по мультиплетному расщеплению могут быть использованы для оп-

ределения константы связи в энергии спин – орбитального взаимодействия
16

. 

 Приближения LS и jj связей. 

 До сих пор мы предполагали, что электростатическое взаимодействие электронов 

в атоме значительно больше спин-орбитального взаимодействия. Именно возможность 

не учитывать спин – орбитальное взаимодействие позволило ввести термы, в которых 

величины квадратов орбитального и спинового моментов совокупности атомных элек-

тронов могут быть определены точно. Эти орбитальный и спиновый моменты совокуп-

ности атомных электронов определяются как 

              
i

iL 


,    
i

isS


. 

Однако такая схема построения атомных термов (ее называют приближением LS- свя-

зи
17

) реализуется не всегда.  

Для того чтобы убедиться в этом, вернемся к нашему анализу строения двухэлек-

тронной квантовой системы (гелиеподобного иона с зарядом Z ). Сравним по порядку 

величины энергии электростатического и спин – орбитального взаимодействия электро-

                                                 
15

 A. Lande (1888 - 1975) – немецкий физик – теоретик. 
16

 Следует иметь в виду, что задача о вычислении энергии спин – орбитального взаимодействия на самом 

деле является значительно более сложной. Помимо собственно энергии взаимодействия спинового и ор-

битального моментов электронов надо принять учитывать также взаимодействия типа «спин – спин» и 

«спин – чужая орбита». Соответствующие этим взаимодействиям операторы должны быть добавлены к 

выражению (11.50). Эти слагаемые, оказывается, наиболее существенны для легких атомов. Более под-

робно см. И. И. Собельман, «Введение в теорию атомных спектров», М. Наука, (1977), §19. 
17

  Говорят также о нормальной связи, или о связи Рессела – Саундерса. 

 
Рис.11.7. Тонкая структура терма. 
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нов в такой системе. Действительно, при расчете энергии электростатического взаимо-

действия электронов в атоме гелия мы видели, что эта величина (см. 11.38) есть 

    ZRyEee ~ .                (11.53) 

Линейная зависимость от заряда ядра связана с тем, что с увеличением Z  радиусы элек-

тронных орбит уменьшаются, т.е. электроны оказываются ближе друг к другу. С другой 

стороны, при вычислении энергии спин – орбитального взаимодействия в атоме мы по-

лучили 

    RyZELS

24~  .               (11.54) 

Сравнивая (11.53) и (11.54), находим, что при 

    2732*  ZZ  

энергия спин – орбитального взаимодействия уже больше, чем энергия электростатиче-

ского взаимодействия. Значит, в тяжелых гелиеподобных ионах ( 27Z ) энергия спин-

орбитального взаимодействия уже превышает энергию электростатического отталкива-

ния электронов. В таком случае при изучении строения электронной оболочки атома на-

до сначала учитывать спин – орбитальное взаимодействие, а уже затем – электростати-

ческое.  

Сделанная нами оценка справедлива для гелиеподобного иона, содержащего все-

го два электрона. В многоэлектронных системах за счет частичной экранировки ядра 

электронами внутренних оболочек энергия спин – орбитального взаимодействия оказы-

вается существенно меньше оцененной по (11.54) величины. Можно показать
18

, что в 

многоэлектронных эта энергия имеет порядок величины 

   RyZELS

22~  , 

то есть для внешних атомных электронов энергия спин-орбитального взаимодействия 

растет как квадрат заряда атомного ядра и в тяжелых атомах оказывается порядка Ry . 

На практике это приводит к тому, что в тяжелых атомах приближение LS  количествен-

но выполняется не очень хорошо, и атомные термы лишь приближенно можно характе-

ризовать значениями полного орбитального и полного спинового моментов L  и S . 

 Рассмотрим другой способ построения атомных термов, который реализуется при 

eeLS EE  . В этом случае энергией электростатического взаимодействия атомных элек-

тронов можно пренебречь. Тогда состояние каждого из электронов конфигурации харак-

теризуется квантовыми числами jmj, . В случае если заданы значения квантового числа 

j  всей совокупности атомных электронов в заданной конфигурации ( Nj ,...,1 ), то го-

ворят, что задан атомный терм в приближении jj  - связи. Этот терм принято обозначать 

так 

      Njj ,..,1 . 

Последующий учет электростатического взаимодействия электронов ведет к расщепле-

нию терма на группу состояний, число которых определяется количеством значений 

квантового числа J , задающего возможные значения полного механического момента 

электронной оболочки атома 

                                                 
18

 Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц Квантовая механика. Нерелятивистская теория, §72, М.: Наука, (1974)  
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     
i

ijJ


. 

Состояние в приближении jj  - связи принято обозначать так 

      
JNjj ,..,1 . 

В качестве примера определения возможных термов и состояний в схеме jj  - связи рас-

смотрим следующие конфигурации. 

 Пусть имеется гелиеподобный ион, электронная конфигурация которого 

есть snp1 . В приближении LS  - связи (как мы видели это приближение справедливо для 

не слишком больших Z ) в этой конфигурации имеются термы  

    P1 ,     P3  

и состояния  

    1

1P ,      2,1,0

3P . 

Триплетный терм состоит из трех состояний, для синглета понятия терма и состояния 

тождественны. 

 В случае тяжелых систем (например, гелиеподобный ион урана 90U ) расчет 

энергий и волновых функций системы в той же конфигурации snp1  должен проводиться 

в приближении jj  связи. Вычисляя моменты j  каждого их электронов, найдем 211 j , 

23,212 j . Поэтому имеем в этом приближении следующие термы 

    








2

1
,

2

1
,  









2

3
,

2

1
 

и состояния 

    
1,02

1
,

2

1









,   
2,12

3
,

2

1









. 

Как видно, полное число состояний в конфигурации не зависит от вида используемого 

приближения. 

 Рассмотрим еще один пример. Пусть имеется конфигурация из двух неэквива-

лентных p  - электронов. Требуется определить термы и состояния в приближении jj  - 

связи. Для решения этой задачи поступим следующим образом. Определим возможные 

значения полных механических моментов каждого из электронов: 23,211 j , 

23,212 j . Поэтому получаем следующие термы 

    








2

1
,

2

1
, 









2

3
,

2

1
, 









2

1
,

2

3
, 









2

3
,

2

3
. 

Этим термам соответствуют следующие состояния 

    
1,02

1
,

2

1









, 
2,12

3
,

2

1









, 
2,12

1
,

2

3









, 
3,2,1,02

3
,

2

3









. 

Полное число состояний в конфигурации равно десяти и не зависит от схемы построе-

ния термов (см. (11.49)). 

 Отметим, что для нейтральных атомов в чистом виде приближение jj  - связи не 

реализуется никогда, и для атомных термов и состояний часто используют обозначения, 
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принятые для LS  - связи. Следует, однако, иметь в виду, что такие обозначения доста-

точно условны, так как с учетом спин – орбитального взаимодействия оператор Гамиль-

тона не коммутирует с операторами квадратов суммарного орбитального и спинового 

моментов атомных электронов, то есть в стационарном состоянии эти величины не име-

ют точно определенных значений. Приближение jj  - связи часто используют при расче-

те спектров многозарядных ионов, а также в физике атомного ядра, где спин - орбиталь-

ное взаимодействие играет заметно более важную роль, чем в атомной физике.  

Бывает, в атомах возникают и другие виды связей. Например, в сильно возбуж-

денных атомах, когда один из атомных электронов (его квантовые числа   и s ) нахо-

дится далеко от атомного остова, электростатическое взаимодействие этого электрона с 

электронами остова может быть слабым. В результате для электронов остова реализует-

ся нормальная связь, и остов характеризуется полным моментом ** SLj


 . Здесь *L


 и 

*S


 задают орбитальный и спиновый моменты остова. В дальнейшем учитывается элек-

тростатическое взаимодействие с внешним электроном, приводящее к формированию 

момента 


 jK , а затем взаимодействие магнитных моментов, связанных с K


 и s


. В 

результате формируется полный момент sjsKJ




 )( . Такой способ сложения 

моментов носит название j  - связи.  

 В заключение заметим, что в приближении LS  связи цепочка понятий «элек-

тронная конфигурация – терм – состояние» фактически отражает иерархию взаимодей-

ствий в многоэлектронном атоме «взаимодействие электронов с ядром – электроста-

тическое взаимодействие электронов – спин - орбитальное взаимодействие». В случае 

jj  - связи последовательность интенсивности взаимодействий другая: «взаимодействие 

электронов с ядром – спин - орбитальное взаимодействие - электростатическое взаи-

модействие электронов». 

 Всюду в дальнейшем мы будем использовать только приближение LS  - связи. 

Основные термы атомов. Правила Хунда. 

 Мы видели, что для конкретной электронной конфигурации можно построить на-

бор атомных термов, обладающих различной энергией. Аналогично, терм расщепляется 

на группу состояний (мультиплет), образующий тонкую структуру терма. Часто оказы-

вается важным определить основной терм и основное состояние по данной электронной 

конфигурации. Для определения основного терма, принадлежащего данной конфигура-

ции, существуют простые правила. Эти правила были получены эмпирическим путем 

еще до создания квантовой механики и известны как правила Хунда
19

. Эти правила за-

ключаются в следующем: 

 1) ниже по энергии лежит тот терм, у которого мультиплетность является макси-

мальной, 

 2) при равенстве мультиплетностей двух или более термов минимальной энерги-

ей обладает терм с максимальным значением суммарного орбитального момента конфи-

гурации. 

                                                 
19

 F. Hund (1896 - 1997) – немецкий физик – теоретик. 
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 Физический смысл этих правил заключается в том, что в состоянии с максималь-

ными значениями S  и L  электроны локализованы дальше друг от друга, а потому их 

энергия электростатического взаимодействия оказывается минимальной, а, следователь-

но, соответствующий терм основным. Справедливость этого утверждения при анализе 

термов двухэлектронной конфигурации sn1  мы проверили непосредственно. 

 В качестве примера использования правил Хунда обратимся еще раз к электрон-

ным конфигурациям из двух неэквивалентных и двух эквивалентных p  - электронов. В 

первом случае (см.11.49) мы должны, очевидно, выбрать терм D3 , во втором - P3 .  

 Важно, однако, что правила Хунда легко позволяют построить основной терм, 

даже не зная всех термов конфигурации. Прежде, чем продемонстрировать, как это де-

лается, докажем, что полный орбитальный и полный спиновый моменты полностью за-

полненной (замкнутой) атомной подоболочки раны нулю, то есть терм такой конфигу-

рации есть S1 . 

 Конфигурацию 2s  мы уже подробно исследовали при изучении основного со-

стояния атома гелия. Поэтому рассмотрим теперь конфигурацию 6np  (такая конфигура-

ция соответствует атомам инертных газов – Ne, Ar, Kr, Xe и Rn). Действительно, в соот-

ветствии с принципом Паули в атоме не может быть двух электронов с одинаковыми 

квантовыми числами. Для эквивалентных электронов два квантовых числа, главное и 

орбитальное, уже совпадают. Поэтому совокупность шести электронов должна иметь 

отличающиеся наборы квантовых чисел m  и sm . Каждое из этих квантовых чисел мо-

жет принимать значения 1,0 m  и 21sm . Поэтому единственно возможная ком-

бинация этих квантовых чисел, не нарушающая принцип Паули, есть 

   

.212121212121

,101101





sm

m
 

Суммарные проекции орбитального и спинового моментов количества движения 

 mM L  и  sS mM  могут принимать только нулевые значения, а, значит, и сами 

моменты L  и S  равны нулю, т.е. мы имеем терм S1 . Аналогично в nd  подоболочке 

имеется десять мест, и мы можем расположить в ней десять электронов лишь задействуя 

все возможные значения m  и sm . Поэтому получим 0 SL MM , а, следовательно, и 

0 SL . 

Для определения основного состояния в терме используют правило Ланде (его 

иногда включают в правила Хунда), согласно которому если атомная подоболочка за-

полнена менее чем наполовину, наименьшую энергию имеет состояние с минимальным 

значением J  (нормальный мультиплет), если же атомная подоболочка заполнена более 

чем наполовину, то наименьшую энергию имеет состояние с максимальным J  (обра-

щенный мультиплет). 

 Рассмотрим теперь элементы второго периода таблицы Менделеева (от лития до 

неона) и, воспользовавшись сформулированными правилами, определим у них основные 

термы и основные состояния. 

 Атом лития, конфигурация ss 21 2 . 
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На внешней оболочке имеется единственный s  - электрон. Поэтому имеем терм 

S2  и состояние 21

2S . 

Атом бериллия, конфигурация 22 21 ss . Атом имеет полностью заполненные обо-

лочки. Поэтому его терм - S1  и состояние 0

1S . 

Атом бора, конфигурация pss 221 22 . На внешней оболочке имеется единствен-

ный p  - электрон. Поэтому имеем терм P2 . Терм состоит из двух состояний - 23,21

2P . 

Подоболочка заполнена меньше чем наполовину, потому мультиплет нормальный, ос-

новное состояние - 21

2P  

Атом углерода, конфигурация 222 221 pss . Мы уже рассматривали эту задачу, од-

нако сейчас определим терм непосредственно по правилам Хунда. Имеем два электрона, 

поэтому максимально возможный спин 1S , т.е. основной терм будет триплетом. Те-

перь мы должны выбрать максимально возможное значение L  у двух эквивалентных p  

- электронов. При этом мы должны не нарушить принцип Паули. Рассмотрим возмож-

ные значения квантовых чисел, описывающих состояния электронов 

   

21012

21112

smmn 

 

Мы выбирали эти числа так, что сначала получить максимально возможное значение 

проекции орбитального момента. Имеем 1)max( LM , Поэтому 1)max(  LML , то 

есть основной терм есть P3 . Терм состоит из трех состояний 2,1,0

3P . Основным является 

0

3P . 

 Атом азота, конфигурация 322 221 pss . Направим спины всех трех электронов в 

одну сторону. Поэтому   23max  SMS , т.е. мы имеем квартетный терм. Составим 

теперь таблицу из квантовых чисел электронов 

    

21112

21012

21112



smmn 

 

Для того, чтобы направить все три спина в одну сторону, мы вынуждены использовать 

все три значения квантового числа m . В результате   0max  LML , т.е. основной 

терм есть S4 , основное состояние 23

4S . 

 Атом кислорода, конфигурация 422 221 pss . Теперь мы уже не можем направить 

все спины в одну сторону (см. таблицу) 
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21112

21112

21012

21112





smmn 

 

Теперь мы имеем два нескомпенсированных спина, т.е. основной терм будет триплет-

ным. Кроме того суммарный орбитальный момент равен орбитальному моменту послед-

него четвертого электрона, т.е. 1L . В результате имеем основной терм P3 . В данном 

случае p -подоболочка заполнена больше чем наполовину. Поэтому по правилу Ланде 

основным будет состояние 2

3P . 

 Атом фтора, конфигурация 522 221 pss . Здесь удобно рассуждать следующим об-

разом. Следующий за фтором атом неона имеет полностью заполненную p -

подоболочку, и, следовательно, нулевые значения орбитального и спинового моментов. 

Значит, 52p  представляет собой «дырочную» конфигурацию, где момент всей конфигу-

рации равен моменту недостающего электрона – «дырки». Поэтому аналогично конфи-

гурации 12p  (атом бора) имеем основной терм P2 . Мультиплет является обращенным, 

поэтому основное состояние есть 23

2P .  

 На атоме неона (его терм S1 ) заканчивается второй период таблицы Менделеева 

и начинается третий, в котором происходит заполнение s3 и p3  подоболочек. Основные 

термы и состояния этих элементов такие же, как у элементов второго периода. 

 Правило интервалов Ланде для сверхтонкой структуры. 

 В Главе 9 обращалось внимание на то, что помимо тонкой структуры атомных 

спектров, обусловленной наличием спин – орбитального взаимодействия в атоме, суще-

ствует еще и сверхтонкая структура, обусловленная, прежде всего, взаимодействием 

магнитных моментов электронной оболочки атома и атомного ядра. Как уже отмечалось, 

оператор этого взаимодействия может быть записан в виде  

     )
ˆˆ

(ˆ IJBVJI


 ,                (11.55) 

где IJ
ˆ

,
ˆ 

 - операторы полного механического момента атома и спина ядра соответствен-

но, а B  - константа связи. Ее численное значение примерно на три порядка меньше, чем 

константы связи для спин – орбитального взаимодействия. Введем оператор полного 

механического момента атома IJF
ˆˆˆ 

 . Действуя аналогично случаю тонкого расщеп-

ления, перепишем оператор (11.55) в виде 

           222 ˆˆˆ
2

ˆ IJF
B

VJI  ,   

откуда для дополнительной энергии атомного состояния JSL ,, , обусловленной нали-

чием оператора сверхтонкого взаимодействия, получим 
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     )1()1()1(
2

 IIJJFF
B

EF ,  

где квантовые числа F , J  и I  задают точно определенные значения полного механиче-

ского момента атома, механического момента электронной оболочки атома и спин ядра. 

Легко видеть, что расстояние между соседними компонентами сверхтонкой структуры 

атомного состояния мультиплета определяется выражение аналогичным (11.52): 

             BFEEE FFF  1 .             (11.56) 

Последнее соотношение называют правилом интервалов Ланде для сверхтонкой струк-

туры. При этом константа связи B  оказывается всегда положительной. 

 Задачи. 

11.1. Атом щелочного металла можно рассматривать, как одноэлектронную систему, в 

которой единственный электрон движется в поле атомного остова, представляющего 

ядро с зарядом Z  и совокупность 1Z  электронов. Оценить размер атомного осто-

ва атома лития ( 3Z ), считая, что по объему остова отрицательный заряд распре-

делен равномерно. Потенциал ионизации атома лития 37.5iI  эВ.  

11.2. Определить энергии и волновые функции стационарных состояний в центрально - 

симметричном потенциале 
2

0

22

)(
r

ae

r

e
rV  , 0a  - боровский радиус, 1  - без-

размерный численный множитель. 

11.3. Потенциал ионизации атома цезия (Z=55) равен 3.89 эВ. Определить квантовый 

дефект основного состояния. 

11.4. Определить энергию кванта головной линии диффузной серии в атоме лития 

(Z=3). Квантовые дефекты p - и d – состояний равны 041.0p  и 002.0d  соот-

ветственно. 

11.5. Потенциал ионизации иона Be
+
 (Z=4) равен 18.3 эВ. Определить квантовый дефект 

основного состояния. 

11.6. Сколько компонент имеет тонкая структура нижнего возбужденного состояния 

атома натрия (Z=11). Оценить величину расщепления. 

11.7. Воспользовавшись теорией возмущений, в рамках приближения LS  связи опреде-

лить энергию основного состояния атома гелия и гелиеподобных ионов. 

11.8. В рамках теории возмущений оценить потенциалы ионизации атома He и гелиепо-

добного иона урана 90U . 

11.9. В приближении самосогласованного поля Хартри каждый из электронов в атоме 

движется в электростатическом поле, создаваемом ядром с зарядом Z  и совокупно-

стью 1Z  электронов. Считая, что плотность заряда, создаваемая в пространстве 

электроном есть 
2

),( tre , получить уравнения для волновой функции, описываю-

щей ps21  конфигурацию атома гелия.  

11.10. Пренебрегая межэлектронным взаимодействием, построить волновые функции 

двухэлектронной конфигурации ps21  атома гелия. Найти значения кулоновской и 

обменной энергий для синглетного и триплетного термов. 

11.11. В рамках квантовомеханической теории возмущений, считая межэлектронное 

взаимодействие слабым, показать, что в конфигурации 22p  триплетный терм явля-

ется основным. 
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11.12. Два невзаимодействующих электрона находятся в одномерной бесконечно глубо-

кой прямоугольной потенциальной яме в состояниях 11 n  и 22 n . Определить 

среднее значение квадрата расстояния между ними 2

12r  в случае, если полный спин 

системы 0S  и 1S . Найти для этих случаев пространственное распределение 

плотности электрического заряда. 

11.13. Напишите электронные конфигурации первых двадцати элементов таблицы Мен-

делеева. Воспользовавшись правилами Хунда определить их основные термы. 

11.14. Напишите электронную конфигурацию, в которой основной терм является квар-

тетом. Определите основное состояние в этой конфигурации. 

11.15. Напишите электронную конфигурацию, в которой основным является D – терм. 

Определите основное состояние в этой конфигурации. 

11.16. При каких условиях величина мультиплетности атомного терма указывает число 

компонент тонкой структуры?  Приведите примеры, иллюстрирующие ответ. 

11.17. Компоненты тонкой структуры многоэлектронного атома характеризуются зна-

чениями квантового числа J = 1,2,3. Найти все возможные термы, дающие такую 

картину «тонкого» расщепления. 

11.18. Спин ядра изотопа иода I131  равен 23 . Определить тонкое и сверхтонкое расще-

пление основного терма атома иода. Константы связи в операторе сверхтонкого 

взаимодействия для различных атомных состояний, принадлежащих одному и тому 

же атомному терму, считать одинаковыми. 

11.19. Сверхтонкая структура основного состояния атома, имеющего конфигурацию 4p , 

состоит из трех компонент. Определить спин ядра. 

11.20. Спин ядра атома Al27  равен 2/5I . Определить количество компонент сверх-

тонкой структуры в основном состоянии. 

11.21. Компоненты сверхтонкой структуры некоторого атома характеризуются значе-

ниями квантового числа F = 1,2,3,4. Какие значения спина момента ядра возможны в 

этом случае? 
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Глава 12. Взаимодействие квантовой системы с электро-

магнитным полем. 

Общая постановка задачи. Электрическое дипольное приближе-

ние. 

В этом разделе мы рассмотрим вопрос о взаимодействии квантовой системы с 

полем электромагнитной волны. Для определенности мы будем говорить о воздействии 

поля излучения на атом, но фактически в качестве квантовой системы может выступать 

и атомное ядро, и молекула, и электронная подсистема твердого тела. Пусть атомная 

система описывается гамильтонианом 0Ĥ , причем будем в дальнейшем считать, что мы 

знаем набор собственных значений и собственных функций атомного гамильтониана n  

и nE , удовлетворяющих уравнению 

   
,ˆ

,ˆ

0

0

EE

nnn

EH

EH




      (12.1) 

где n  и E  - волновые функции стационарных состояний дискретного и непрерывного 

спектров, принадлежащие собственным значениям nE  и E  соответственно. 

Мы должны теперь записать гамильтониан системы в присутствии внешнего 

электромагнитного поля
1
. Будем считать, что у нас имеется плоская линейно поляризо-

ванная электромагнитная волна, напряженности электрического и магнитного полей в 

которой записываются в виде 

    trktr 


cos),( 0 , 

    trktr 


cos),( 0 . 

Со стороны поля волны на атомный электрон действует сила Лоренца 

     


 v
c

e
eF . 

Мы будем считать, что поле достаточно слабое, и электрон остается нерелятивистским
2
. 

Поскольку в электромагнитной волне в вакууме 00 


 , то магнитная и электриче-

ская части силы Лоренца связаны соотношением 

    11371 
c

v

F

F

El

M ,     (12.2) 

поэтому магнитной частью силы Лоренца можно пренебречь, и считать, что на атомный 

электрон воздействует только электрическое поле волны. Будем также считать, что дли-

                                                 
1
 Общий подход к решению этой проблемы рассморен в Приложении 8. 

2
 В тяжелых многозарядных ионах электроны являются изначально релятивистскими, поэтому в этом слу-

чае все наши дальнейшие рассуждения, вообще говоря, не справедливы. 
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на волны воздействующего излучения  c2  заметно больше характерного размера 

квантовой системы, т.е.  

     a .      (12.3) 

Для атома в качестве оценки размера a  следует использовать боровский радиус. Это оз-

начает, что для излучения оптического диапазона частот условие (12.3) также хорошо 

выполняется. Следовательно, что при выполнении условия (12.3) электрическое поле 

волны можно считать пространственно однородным 

    tt  cos)( 0


. 

Если же мы захотим рассматривать взаимодействие рентгеновского излучения с энерги-

ей квантов ~10 кэВ ( 1~  А), то необходимо учитывать пространственную неоднород-

ность поля электромагнитной волны.  

 Условия (12.2) и (12.3) представляют собой условия применимости электрическо-

го дипольного приближения для взаимодействия квантовой системы с электромагнит-

ным полем, суть которого заключается в возможности пренебречь действием магнитно-

го поля волны на атомную систему и в возможности не учитывать изменение напряжен-

ности электрического поля волны на характерном размере системы. 

 Условия применимости электрического дипольного приближения, как правило, 

выполнены и при анализе взаимодействия   - излучения с атомными ядрами. Действи-

тельно, характерная энергия нуклонов в атомных ядрах составляет величину порядка 

нескольких МэВ, т.е. нуклоны являются нерелятивистскими (энергия покоя нуклона ~ 

1000 МэВ). Для энергий   - квантов 101E  МэВ соответствующие длины волн со-

ставляют 1110 1010~    см, что также больше размера атомного ядра 1213 1010~  NR  

см.  

 Фактически электрическое дипольное приближение является первым членом 

мультипольного разложения энергии взаимодействия квантовой системы с полем излу-

чения. Учет членов порядка cv  и a  по теории возмущений приводит к магнитному 

дипольному и электрическому квадрупольному приближениям. Всюду в дальнейшем мы 

будем работать только в рамках электрического дипольного приближения, пренебрегая 

мультиполями высших порядков. 

 Энергию взаимодействия атома, как системы зарядов, с внешним электрическим 

полем запишем в виде 

     


dW  ,       (12.4) 

где 
i

ired


 - дипольный момент системы. Для простоты мы будем работать в одно-

электронном приближении, полагая, что red


 , где r


 - координата атомного электрона 

(начало координат совмещено с атомным ядром).  

 Переход от классической теории к квантовой предполагает, что выражение (12.4) 

следует рассматривать как определение оператора взаимодействия атома с внешним 

электромагнитным полем в дипольном приближении 

    






 )(
ˆ

),(ˆ tdtrW 


.       



 208 

Здесь d
̂

 - оператор дипольного момента. Как видно, с точностью до величины заряда 

электрона этот оператор совпадает с введенным ранее оператором координаты. В даль-

нейшем мы будем рассматривать только случай линейной поляризации поля излучения. 

Направляя ось z  вдоль направления вектора электрического поля волны, перепишем 

выражение для оператора взаимодействия в виде 

    )(ˆ),(ˆ tdtrW z


.      (12.5) 

 Таким образом, в рассматриваемых приближениях гамильтониан атома в элек-

тромагнитном поле мы можем записать в виде 

    ),(ˆˆˆ
0 trWHH


 ,      (12.6) 

а эволюция системы во времени под действием поля волны описывается решением не-

стационарного уравнения Шредингера 

      ),(),(ˆˆ
0 trtrWH

t
i


 



,    (12.7) 

где начальное состояние )0,(  tr


 считается заданным. 

Заметим, что на примере оператора Ŵ  мы впервые столкнулись с оператором, 

который явно зависит от времени. Прежде чем обсуждать методику решения уравнения 

(12.7) сопоставим энергии взаимодействия, которые входят в полный гамильтониан Ĥ , 

а именно энергию взаимодействия атомного электрона с внешним электромагнитным 

полем W  и энергию его взаимодействия с атомным ядром 0

2~ aeV  ( 0a  - боровский 

радиус). Полагая, что дипольный момент атома есть величина порядка 0ea , получим 

0~ eaW . Как видно, для значений напряженности поля  

    2

0ae         (12.8) 

величина дополнительной энергии, обусловленной воздействием внешнего электромаг-

нитного поля, мала по сравнению с внутриатомной энергией. В таких условиях воздей-

ствие внешнего поля волны можно рассматривать как малую поправку и учесть по тео-

рии возмущений. Условие (12.8) имеет простой физический смысл. Величина 
92

0 105  aeat  В/см есть внутриатомное значение напряженности электрического 

поля. Поэтому решение задачи по теории возмущений возможно, если напряженность 

поля волны существенно меньше внутриатомного значения. Для электромагнитных волн 

чаще задают не значения напряженности поля, а величину интенсивности излучения 

 82

0cI . Поэтому условие (12.8) как условие применимости теории возмущений по 

взаимодействию квантовой системы с полем электромагнитной волны можно перепи-

сать в виде 

     atII  ,      (12.9) 

где  82

atat cI   - так называемое атомное значение интенсивности. Как видно из опре-

деления, это такая интенсивность излучения, амплитуда напряженности электрического 

поля волны в котором равна напряженности поля внутри атома at . Оценка атомной ин-

тенсивности дает 16105.3 atI  Вт/см
2
.  
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 Полученное значение весьма велико. В долазерную эпоху (до 60-х годов прошло-

го века) такие интенсивности казались принципиально недостижимыми. Использование 

режима модуляции добротности позволило в первой половине 60-х годов XX века полу-

чить интенсивности ~10
10

 – 10
12

 Вт/см
2
. Освоение этого диапазона интенсивностей при-

вело к открытию широкого круга эффектов и развитию нового раздела физики - нели-

нейной оптики. Однако, соответствующие значения интенсивностей на много порядков 

меньше атомного значения и, следовательно, задача о воздействии таких оптических по-

лей на атомную систему может быть рассмотрена в рамках теории возмущений. В сере-

дине 80-х годов прошлого века в лазере на кристалле титаната сапфира (Ti:Sapphire) бы-

ли получены импульсы фемтосекундной длительности, в которых были достигнуты по-

токи энергии излучения порядка atI . Использование техники усиления так называемых 

чирпированных импульсов
3
 ( предложена в 1985 г. Ж.Муру

4
) позволило еще существен-

но увеличить интенсивность лазерного излучения (вплоть до 2220 1010   Вт/см
2
) и полу-

чить напряженности электрического поля в волне многократно превышающие внутри-

атомное значение.  

 Мы ограничимся рассмотрением случая лишь слабых (по критериям 12.8-12.9) 

электромагнитных полей, воздействие которых на атом может быть учтено по теории 

возмущений. 

 Нестационарная теория возмущений. 

 Как мы уже отмечали, общая задача об эволюции атомной системы в поле элек-

тромагнитной волны в дипольном приближении предполагает решение нестационарного 

уравнения Шредингера (12.7) с оператором взаимодействия в виде (12.5). Мы будем по-

лагать, что в начальный момент времени ( 0t ) система находится в некотором стацио-

нарном состоянии невозмущенного атомного гамильтониана 0Ĥ , то есть 

    )()0,( rtr i


 ,               (12.10) 

где i  - одна из функций, удовлетворяющих стационарному уравнению Шредингера 

(12.1). Система собственных функций атомного гамильтониана 0Ĥ  является полной, это 

означает, что волновая функция произвольного состояния ),( tr


  может быть однознач-

но представлена в виде линейной комбинации собственных функций невозмущенного 

гамильтониана
5
: 

    









n

nnn tE
i

rtCtr



exp)()(),( .             (12.11) 

Здесь мы явно указали зависимость волновой функции стационарного состояния от вре-

мени. Учитывая разложение (12.11), мы можем переписать начальное условие (12.10) в 

виде 

                                                 
3
Более подробно о получении импульсов предельно короткой длительности методами оптической ком-

прессии – см. С.А.Ахманов, С.Ю.Никитин «Физическая оптика», М.: МГУ, (1988), часть IV.  
4
 G. Mourou (род. 1944) – французский и американский физик – экспериментатор. Нобелевская премия по 

физике (2018) "За метод генерации высокоинтенсивных ультракоротких оптических импульсов". 
5
 В общем случае при записи этого выражения необходимо учесть также состояния континуума. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A3%D1%81%D0%B8%D0%BB%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5_%D1%87%D0%B8%D1%80%D0%BF%D0%B8%D1%80%D0%BE%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D1%8B%D1%85_%D0%B8%D0%BC%D0%BF%D1%83%D0%BB%D1%8C%D1%81%D0%BE%D0%B2
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%B0%D0%B7%D0%B5%D1%80%D1%8B_%D1%81%D0%B2%D0%B5%D1%80%D1%85%D0%BA%D0%BE%D1%80%D0%BE%D1%82%D0%BA%D0%B8%D1%85_%D0%B8%D0%BC%D0%BF%D1%83%D0%BB%D1%8C%D1%81%D0%BE%D0%B2
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







,,1

,,0
)0(

in

in
tC nin                 (12.12) 

то есть в начальный момент времени лишь один из коэффициентов разложения отличен 

от нуля. Отметим, что разложение (12.11) фактически определяет физический смысл 

решения, которое мы ищем. Поскольку коэффициенты разложения )(tCn  есть амплиту-

ды вероятности обнаружить систему в момент времени t  в n -ном стационарном состоя-

нии, то наше решение означает, что в процессе внешнего воздействия в системе возник-

нут переходы между состояниями атомного гамильтониана, причем их вероятность бу-

дет определяться квадратом модуля коэффициента разложения 
2

)(tCn . 

 Подставляя разложение (12.11) в уравнение (12.7), получим 

   







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
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  tE
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WHCtE
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dt

dC
i n
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nn
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nnnn
n


 expˆˆexp 0 . 

Учитывая, что n  есть собственная функция атомного гамильтониана, перепишем по-

лученное в виде 

  
















  tE

i
WCtE

i

dt

dC
i n

n

nn

n

nn
n


 expˆexp .           (12.13) 

Умножим теперь (12.13) на комплексно сопряженную волновую функцию какого-либо 

состояния атомного состояния  tEir ff )(exp)(* 


  и проинтегрируем по всей области 

определения функций. Тогда используя условие ортогональности собственных функций 

оператора Гамильтона, получим 

    
n

fnnfn

f
tiWC

dt

dC
i )exp(ˆ ,            (12.14) 

где   dWWnWfW nffnnf
ˆˆˆ *  - матричный элемент оператора Ŵ , 

)( nffn EE   - частота перехода. 

 Система уравнений для коэффициентов разложения по базису собственных 

функций (12.14) тождественна исходному уравнению Шредингера (12.7). Мы будем ре-

шать эту систему приближенно в рамках нестационарной теории возмущений. Предста-

вим амплитуды вероятности nC  в виде ряда теории возмущений 

   ...)2()1()0(  nnnn CCCC ,               (12.15) 

причем каждый последующий член ряда много меньше предыдущего. В качестве малого 

параметра будем рассматривать возмущение W . В нулевом порядке малости мы рас-

сматриваем решение в отсутствие действия возмущения. Тогда, очевидно, 

   nin tC )()0( . 

Подставляя (12.15) в (12.14) и удерживая члены только первого порядка малости, полу-

чим для случая if  : 
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  )exp(ˆ)exp(ˆ)0(

)1(

tiWtiWC
dt

dC
i fiif

n

fnnfn

f
 . 

Тогда выполняя интегрирование по времени, в первом порядке теории возмущений по-

лучаем 

    

t

fifif dttitW
i

tC
0

)1( )exp()()(


.             (12.16) 

Фактически, выражение (12.16) является решением поставленной задачи и определяет 

амплитуду вероятности перехода из начального состояния i  в конечное состояние f  

за время t  под действием возмущения ),(ˆ trW


.  

 Вероятность перехода.  

 Случай мгновенного включения поля. 

 Получим теперь выражение для вероятности перехода из начального состояния 

i  в конечное состояние f  под действием электромагнитного поля. Учитывая выра-

жение (12.5) для оператора взаимодействия атома с полем волны, перепишем (12.16) в 

виде 

   

t

fi

fi
t

fi

fi

f dttit
d

idttit
d

itC
0

0

0

)1( )exp()cos()exp()()(



 . 

Здесь fid  - матричный элемент оператора z  - проекции дипольного момента системы. 

Полученный интеграл легко вычисляется. Учитывая что 

    )exp()exp(
2

1
cos titit  , 

получим 
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.           (12.17) 

Отметим, что частота перехода )( iffi EE   может быть как положительной, так и 

отрицательной. Если if EE  , то есть переход идет с поглощением энергии, то 0 fi . 

И, наоборот, если переход идет с испусканием энергии, то 0 fi . В любом случае вид-

но, что процесс идет эффективно только вблизи резонанса, когда частота внешнего поля 

примерно совпадает с частотой перехода fi . Для определенности будем рассмат-

ривать переход с поглощением энергии поля. Тогда вблизи резонанса вторым слагаемым 

в (12.17) можно пренебречь по сравнению с первым: 
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


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


)(
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2
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itC
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
. 

Вводя величину  fi  - отстройка от резонанса, перепишем выражение для ам-

плитуды вероятности в виде: 
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.             (12.18) 

Возводя по модулю в квадрат, найдем выражение для вероятности электромагнитного 

перехода из начального состояния i  в конечное состояние f  за время t : 

   
2

2

2

2

0

2

2
)1(

)2(

)2(sin

4
)()(




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
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tCtP

fi

ffi


.            (12.19) 

Проанализируем полученное выражение. Прежде всего, отметим, что теория воз-

мущений является применимой при выполнении условия 1fiP , то есть 

     10  fid .              (12.20) 

Фактически это условие задает ограничение сверху на допустимую напряженность поля 

электромагнитной волны. Однако, это предельное значение интенсивности определяется 

в том числе отстройкой от резонанса, и если эта отстройка от резонанса мала, то фор-

мально теория возмущений может оказаться неприменимой уже в достаточно слабых 

полях. Действительно, в случае точного резонанса 0  из (12.19) находим 
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.             (12.21) 

Это означает, что условие 1fiP  выполнено лишь на ограниченном интервале време-

ни. Аналогичная ситуация формально возникает и в отсутствие точного резонанса при 

выполнении условия 1t . Таким образом, в общем случае возможность использо-

вания теории возмущений по взаимодействию атома с электромагнитным полем ограни-

чена как величиной интенсивности излучения, так и длительностью воздействия.  

 В важном частном случае на больших временах (формально, при t ), но для 

малых вероятностей перехода, используя известное представление для   - функции 

    )(
sin
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2

2


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

 t
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t
, 

из (12.19) нетрудно получить 
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т.е. на больших временах вероятность перехода растет линейно по времени. Это позво-

ляет нам ввести вероятность перехода в единицу времени 
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.            (12.22) 

Как видно, полученное выражение можно интерпретировать в том смысле, что переход 

из начального состояния i  конечное f  сопровождается поглощением кванта элек-

тромагнитного поля  . При этом, в соответствии с постулатами Бора переход возмо-

жен только в случае  
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     if EE . 

Аналогично, в случае если конечное состояние лежит ниже по энергии, мы бы получили 

     if EE . 

Последние два соотношения представляют закон сохранения энергии при поглощении 

(испускании) кванта поля.  

 Поле воздействующей на атом электромагнитной волны нам будет удобнее ха-

рактеризовать интенсивностью излучения  

    



8

2

0c
I . 

Поэтому выражение (12.22) можно переписать в виде: 
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.              (12.23) 

При использовании соотношения (12.23) возникает формальная трудность. Как следует 

понимать соотношение с  -функцией? В данном случае мы подразумеваем, что выра-

жение (12.23) должно быть проинтегрировано по частотам, то есть воздействующее из-

лучение не совсем монохроматично. Полагая, что интенсивность излучения может быть 

представлена в виде 

      dII , 

где I  - спектральная плотность интенсивности излучения, перепишем (12.23) в виде 
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Интеграл с   - функцией элементарно вычисляется, в результате имеем 
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,                (12.24) 

то есть вероятность перехода определяется значением спектральной интенсивности из-

лучения на частоте перехода. 

 Напомним, что fid  в выражении (12.24) есть матричный элемент z  - компоненты 

дипольного оператора. Поскольку 
2222

zyx dddd   и для сферически симметричной 

системы 322 dd z  , выражение (12.24) обычно записывают в виде  
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Здесь  
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- коэффициент Эйнштейна вынужденного перехода
6
. Как видно из (12.26),  

     iffi BB  . 

 Случай адиабатически плавного включения поля. 

 В рассмотренном выше случае мы фактически предполагали, что поле электро-

магнитной волны включается мгновенно в момент времени 0t . Между тем, в реально-

сти существует конечная длительность включения электромагнитного поля, которая, как 

правило, многократно превышает его период колебаний
7
. В этом смысле можно гово-

рить об адиабатически плавном включении поля волны.  

 Будем считать, что поле медленно нарастает по экспоненциальному закону от 

t : 

   ttEt  cos)exp()( 0 , 0 ,               (12.27) 

предполагая затем переход к пределу 0 . Тогда для амплитуды вероятности перехо-

да )()1( tC f  запишем: 
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откуда вычисляя интеграл, получим 
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Рассматривая полученное выражение вблизи резонанса fi  (мы полагаем, что 

0 fi , то есть речь идет о поглощении излучения), имеем 
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Вводя вероятность перехода в единицу времени как 
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что в точности соответствует выражению (12.22).   

                                                 
6
 Отметим, что коэффициент Эйнштейна fiB  иногда вводят как коэффициент пропорциональности между 

вероятностью перехода и спектральной плотностью энергии электромагнитного поля на частоте перехода 

 . Соответствующее выражение может быть легко написано, если учесть что   cI . 
7
 Исключение составляют появившиеся в последние годы лазерные импульсы предельного короткой дли-

тельности, вплоть до одного – двух периодов оптических колебаний. При изучении взаимодействия таких 

импульсов с атомно-молекулярными системами оба приближения (и мгновенного и адиабатически плав-

ного включения) оказываются неприменимы, и надо учитывать конкретный вид функции, описывающей 

напряженность электрического поля в волне. 
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 Таким образом, мы получили, что в первом порядке теории возмущений прибли-

жения мгновенного и адиабатически плавного включения поля дают одинаковые выра-

жения для вероятности перехода в единицу времени
8
.  

Правила отбора. 

 Рассмотренная теория взаимодействия квантовой системы с электромагнитным 

полем позволяет сформулировать правила отбора – указать соотношения между кванто-

выми числами начального и конечного состояний, для которых электромагнитный пере-

ход оказывается возможен (разрешен). Общий подход к решению проблемы ясен. Если  

03*   rdred iffi


,              (12.32) 

то переход является разрешенным, наоборот, если 0fid , то говорят, что переход за-

прещен. Действительно, в этом случае согласно (12.25) вероятность перехода оказывает-

ся равна нулю даже в сильном электромагнитном поле. Следует, однако, иметь в виду, 

что все сказанное выше относится только к электрическому дипольному приближению, 

причем в низшем порядке теории возмущений. Поэтому запрещенный в электрическом 

дипольном приближении переход может быть разрешен в высших порядках мульти-

польного разложения, например, как электрический квадрупольный или магнитный ди-

польный переход. Может также оказаться, что он разрешен в более высоких порядках 

теории возмущений по дипольному приближению. Поэтому, понятие «запрещенный пе-

реход» не означает реально, что такой переход невозможен в принципе. Скорее всего, он 

маловероятен по сравнению с переходами, разрешенными в электрическом дипольном 

приближении. 

 Рассмотрим несколько примеров формулировки правил отбора для различных 

квантовых систем. 

 Линейный гармонический осциллятор. 

 Получим правила отбора для переходов в линейном гармоническом осцилляторе. 

Рассмотрим матричный элемент  

    




 dxxxxx nmmn )()(* ,              (12.33) 

где  

  2exp)( 2 nnn HN ,      
1

!2







  nN n

n ,    ax ,  ma  . 

Для вычисления матричного элемента (12.33) воспользуемся рекуррентным соотноше-

нием для полиномов Эрмита (см. Приложение 3): 

    )(
2

1
)()( 11   nnn HnHH .              (12.34) 

Подставляя (12.34) в (12.33), получим 

                                                 
8
 Такое совпадение, однако, получается лишь в первом порядке теории. В более высоких порядках (в част-

ности, уже во втором) приближения мгновенного и адиабатически плавного включения поля приводят к 

различным результатам. 
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  

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 
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




 dHnHHaNNx nnmnmmn )exp()(

2

1
)()( 2

11 .             (12.35) 

Учитывая свойство ортогональности полиномов Эрмита, замечаем, что последний инте-

грал отличен от нуля только в случае  

    1 nm ,  

то есть электромагнитные переходы возможны только между парой соседних состояний 

гармонического осциллятора. Поскольку  

     nn EE 1 , 

то эффективное взаимодействие осциллятора с внешним электромагнитным полем воз-

можно лишь в случае совпадения частоты осциллятора с частотой внешнего поля. 

 Проведем конкретные вычисления матричного элемента nnx ,1 . В этом случае из 

(12.35) имеем 
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В частности для переходов между основным и нижним возбужденным состояниями по-

лучаем: 

    210 ax  .                 (12.37) 

Сопоставляя (12.36) и (12.37), найдем 

    1
10

1  n
x

x nn ,                (12.38) 

то есть вероятность перехода между уровнями с номерами осциллятора n  и 1n  оказы-

вается в 1n  раз больше, чем между парой нижних состояний. 

 Центрально-симметричное поле. 

 Сформулируем теперь правила отбора для заряженной частицы в центрально-

симметричном поле. Эта задача имеет принципиально важное значение для атомной фи-

зики, поскольку атом представляет собой систему с центральной симметрией. Вспом-

ним, что волновая функция стационарного состояния системы в этом случае записыва-

ется в виде 

   ),()(,, 
 mn YrRmn . 

Наша задача теперь рассмотреть следующие матричные элементы 

   ',',',,,,   mnzyxmn .              (12.39) 

Вспомним, что  
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а также 
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Тогда при вычислении матричных элементов (12.39) возникнут следующие интегралы  
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Первый из и полученных интегралов отличен от нуля, если 1'  mm , второй – при 

 mm ' . Таким образом, получаем следующее правило отбора по магнитному кванто-

вому числу m :  

    1,0 m ,                 (12.40) 

т.е. при электромагнитных переходах в дипольном приближении магнитное квантовое 

число либо изменяется на единицу, либо не меняется. 

 Аналогичным образом решается вопрос о правилах отбора по орбитальному 

квантовому числу: Например, для матричного элемента оператора z  - проекции диполь-

ного момента с учетом выражения (П4.10) имеем  

    1'   ,                 (12.41) 

при электрическом дипольном переходе орбитальное квантовое число изменяется на 

единицу. 

 Правилам отбора (12.40), (12.41) можно придать простой физический смысл. Если 

считать, что в процессе перехода происходит излучение (поглощение) кванта электро-

магнитного поля (фотона), спин которого равен единице, соотношение (12.41) представ-

ляет собой закон сохранения момента количества движения  в системе «атом + электро-

магнитное поле». Фотон уносит единичный момент. Что касается проекции, то она мо-

жет не менять своего значения, или также измениться на единицу. При этом можно по-

казать, что случаю 0m  соответствует испускание линейно поляризованных фото-

нов, а случаю 1m  - фотонов с круговой поляризацией. 

 Что касается возможных значений изменения главного квантового числа, то нам 

следует рассмотреть радиальный интеграл 

    



0

3

'' )()( drrrRrRI nn  . 

Это интеграл оказывается отличным от нуля при произвольных значениях квантовых 

чисел. Поэтому никаких ограничений на изменение главного квантового числа нет: 

    n  - любое.                (12.42) 

Совокупность условий (12.40)-(12.42) и составляют правила отбора для переходов в цен-

трально- симметричном поле, в частности в атоме водорода. 
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 Для формулирования полного набора правил отбора в атоме водорода а также в 

произвольном одноэлектронном атоме
9
 необходимо еще учесть наличие спинового ме-

ханического момента электрона. Поскольку оператор взаимодействия с электромагнит-

ным полем в дипольном приближении не зависит от спиновых переменных системы, мы 

можем записать 

    0sm , 0s .               (12.43) 

Последнее утверждение для одноэлектронного атома является лишним, поскольку в 

этом случае всегда 21s . Сформулируем еще правила отбора для изменения полного 

механического момента атома j  и его проекции jm . Поскольку sj mmm   , то из 

(12.40) и (12.43) получаем 

    1,0  sj mmm   .              (12.44) 

Для квантового числа j  из правил отбора для орбитального и спинового моментов по-

лучаем 

     1,0 j .                (12.45) 

Важно что, несмотря на то, что излученный фотон уносит единичный момент, оказыва-

ется возможным и случай 0j . Такая ситуация реализуется в результате того, что из-

меняется взаимная ориентация векторов 


 и s


 в пространстве так, что величина полно-

го механического момента атома остается неизменной.  

 Спектральные серии атома водорода. 

Рассмотрим на основе сформулированных правил отбора совокупность разре-

шенных электромагнитных пере-

ходов в атоме водорода. Остано-

вимся сначала на переходах в ос-

новное состояние 211s . В соответ-

ствии с правилом отбора по орби-

тальному моменту переход воз-

можен только из возбужденных p  

- состояний с произвольным зна-

чением главного квантового чис-

ла. Все p  - состояния являются 

дублетами ( 23,21j ). В соот-

ветствии с правилом отбора по j  

переход в 211s  разрешен с обоих 

                                                 
9
  Под одноэлектронным атомом в данном случае мы понимаем любой атом, у которого сверх полностью 

заполненных оболочек и подоболочек имеется единственный электрон. При этом подразумевается, что 

рассматриваются переходы, связанные с изменением состояния именно этого электрона. Например, атом 

Al  (электронная конфигурация 
12622 33221 pspss ) имеет один p  электрон сверх полностью запол-

ненных подоболочек. Электромагнитные переходы, связанные с изменением состояния этого внешнего 

электрона могут быть также рассмотрены в одноэлектронном приближении. 

 
Рис.12.1. Серия Лаймана в спектре атома водорода. 
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компонентов дублета 23,21np . Указанные переходы    

          2123,21 1snp   

приведены на рис.12.1 и образуют серию Лаймана. В частности головная линия серии 

Лаймана L  есть переход 2123,21 12 sp  .   

Рассмотрим теперь сово-

купность переходов, образующих 

серию Бальмера. При обсуждении 

модели атома Бора мы уже гово-

рили о том, что это переходы на 

уровень 2n  из более высоких 

энергетических состояний. В со-

ответствии с правилами отбора 

возможны следующие переходы  

 














.2

,2

,2

pnd

pns

snp

   3n . 

Более подробно остановимся на 

анализе тонкой структуры головной линии серии Бальмера. Она формируется следую-

щими переходами (см. рис.12.2): 2123,21 23 sp  , 23,2121 23 ps  , 23,2123 23 pd  , 

2325 23 pd  . Отметим, что с нижней компоненты дублета 233d  возможны переходы на 

обе компоненты дублета p2 , в то время как для верхней компоненты дублета 253d  пра-

вило отбора по j  разрешает переход лишь на верхнюю компоненту дублета 232p . Как 

видно, возникает семь линий. Однако, если учесть вырождение состояний 21ns  и 21np  а 

также 23np  и 23nd , получим, что длины волн переходов 2121 23 ps  , 2121 23 sp   и 

2123 23 pd  , 2123 23 sp   попарно совпадают. Поэтому в приближении, основанном на 

релятивистской теории Дирака, тонкая структура H  линии имеет пять компонент. Сле-

дует иметь в виду, что более точный анализ спектра водородоподобных ионов показыва-

ет, что вырождение 21ns  и 21np  состояний по квантовому числу j  также снимается. 

Снятие вырождения обусловлено так называемым лэмбовским сдвигом атомных уров-

ней. Этот эффект будет рассмотрен в Главе 14. Величина лэмбовского сдвига сущест-

венно меньше, чем тонкое расщепление. Поэтому чтобы экспериментально обнаружить 

наличие семи компонент H  линии требуется спектральный прибор с большей разре-

шающей способностью. 

 Спектральные серии атомов щелочных металлов. 
 Мы уже говорили о том, что атомы щелочных металлов, на внешней обо-

лочке которых находится единственный электрон, являются водородоподобными. По-

этому их спектральные серии во многом похожи на спектральные серии атома водорода. 

Тем не менее, отсутствие «случайного» вырождения по орбитальному моменту вносит 

 
Рис.12.2. Тонкая структура головной линии 

серии Бальмера. 
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свою специфику в формирование спектров этих элементов, к рассмотрению которой мы 

сейчас перейдем. В качестве примера на рис.12.3 приведены спектральные серии, возни-

кающие при электромагнитных переходах в атоме натрия. Основное состояние атома 

натрия - 21

23 S . Переходы в это состояние со всех выше лежащих P  - состояний обра-

зуют основную или главную серию 

 21

2

23,21

2 3 SPn  ,      3n . 

Все линии этой серии имеют дуб-

летную структуру. Аналогично 

переходы 

 23,21

2

21

2 3 PSn  ,      4n  

образуют резкую серию в спектре 

атома натрия. Очевидно, все ли-

нии резкой серии также являются 

дублетами. Далее имеем серии  

 PDn 22 3 ,       3n , 

 DFn 22 3 ,       4n , 

которые называются диффузной и 

фундаментальной сериями
10

. Не-

трудно видеть, что тонкая струк-

тура линий этих серий состоит из 

трех компонент. 

 Названия серий «главная», 

«резкая», «диффузная» «фунда-

ментальная» в англоязычной ли-

тературе звучат как “principle”, 

“sharp”, “diffuse” и “fundamental”. 

Собственно первые буквы в на-

званиях этих серий исторически и 

были использованы для система-

тики атомных состояний по величине углового момента.  

 Электромагнитные переходы в многоэлектронных атомах. 

 В случае электромагнитных переходов в многоэлектронных атомах ситуация ока-

зывается несколько более сложной. В многоэлектронном атоме выражение для операто-

ра дипольного момента имеет вид  ired


, где сумма берется по всей совокупности 

атомных электронов. В предположении, что волновая функция электронной оболочки 

атома факторизуется на произведение одноэлектронных волновых функций (приближе-

ние самосогласованного поля), мы получаем, что возможны лишь так называемые одно-

электронные переходы, то есть матричный элемент дипольного оператора будет отличен 

                                                 
10

 Фундаментальную серию называют также серией Бергмана. 

 
Рис.12.3. Спектральные серии атома натрия. 
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от нуля, если при переходе изменяется состояние лишь одного из атомных электронов. 

Дипольный оператор, который отвечает за электромагнитный переход, является нечет-

ной функций координат, то есть меняет свой знак при замене rr


  (здесь под r


 по-

нимается совокупность координат атомных электронов). Следовательно, в центрально-

симметричном поле атома такой одноэлектронный переход возможен, если для этого 

электрона 1 . Поэтому атомные термы, между которыми происходит переход, 

должны обладать различной пространственной четностью. Это правило отбора известно 

как правило Лапорта
11

. В одноэлектронном атоме это правило выполняется автоматиче-

ски, поскольку четность волновой функции определяется как )1(P  и действует пра-

вило отбора 1 . В многоэлектронном атоме четность терма есть  

      iP


)1( ,               (12.46) 

где алгебраическая сумма берется по всей совокупности атомных электронов
12

. Сказан-

ное выше позволяет записать правило Лапорта в виде 

     1







 

i

i . 

Для того чтобы определить, удовлетворяется ли правило Лапорта, необходимо знать ор-

битальные квантовые числа всей совокупности атомных электронов, то есть фактически 

необходимо знать электронную конфигурацию. В частности, все термы в пределах од-

ной конфигурации характеризуются одинаковым набором орбитальных квантовых чисел 

i , следовательно, одинаковой четностью. Это означает, что в дипольном приближении 

переходы между термами одной конфигурации запрещены правилом Лапорта.  

 Четность терма в справочной литературе часто указывают с помощью маленькой 

буквы «о» (от английского «odd» – нечетный), которая пишется справа вверху относи-

тельно символа терма LS 12  . Например, обозначение oP3  показывает, что речь идет о 

триплетном терме с отрицательной четностью. Если буква «о» отсутствует, то четность 

терма считается положительной.  

 В случае если переход разрешен правилом Лапорта (которое показывает, разре-

шен ли переход между электронными конфигурациями), можно сформулировать сле-

дующие правила отбора, которые определяют, разрешен ли переход между термами за-

данных конфигураций. Эти правила имеют следующий вид: 

     1,0 L , 

     0S . 

Правило отбора по спину часто называют запретом интеркомбинаций. Отметим что, в 

отличие от одноэлектронной атомной системы, суммарный орбитальный момент элек-

тронной оболочки многоэлектронного атома может и не меняться при переходе 

( 0L ). С физической точки зрения это связано с тем, что в многоэлектронном атоме 

при излучении фотона, уносящего единичный момент, может произойти переориентация 

                                                 
11

 O. Laporte (1902 - 1971) - американский физик. 
12

 В полностью заполненной подоболочке число электронов всегда является четным, то есть многоэлек-

тронная волновая функция подоболочки всегда характеризуется положительной четностью. Следователь-

но, в (12.46) суммирование фактически следует проводить по орбитальным квантовым числам электронов, 

находящимся в не полностью заполненных подоболочках.  
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орбитальных моментов отдельных атомных электронов так, что суммарный орбиталь-

ный момент электронной оболочки не меняется. 

 Кроме того, укажем еще правило отбора, указывающее разрешенные переходы 

между атомными состояниями. 

     1,0 J . 

Это правило имеет точно такой же вид, как и в одноэлектронном атоме. При этом до-

полнительно необходимо учесть, что переход 00  JJ  (так называемый «0-0 - пе-

реход») является запрещенным. Этот запрет связан с невозможностью удовлетворить 

закону сохранения момента количества движения, когда в начальном и конечном со-

стоянии у атома момент отсутствует, а в системе появился фотон, несущий единичный 

момент. 

В качестве примера использования сформулированных правил отбора рассмот-

рим возможные переходы в спектре атома гелия (см. рис.12.4). Основное состояние ато-

ма гелия 0

1S  в конфигурации 21s . Это состояние характеризуется положительной четно-

стью. Четными являются и все термы (и состояния) в конфигурации ss21 . В этой конфи-

гурации имеются термы S1  и S3 . Переходы из этих термов в терм конфигурации 21s  за-

прещены правилом Лапорта. Кроме того, переход )(1)(21 123 SsSss   запрещен также по 

спину. Значит, соответствующие атомные состояния являются долгоживущими. Состоя-

ния, переход из которых во все ниже лежащие состояния является запрещенным, приня-

 
Рис.12.4. Разрешенные переходы в спектре гелия. 
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то называть метастабильными
13

. Все термы конфигурации ps21  являются нечетными. 

Поэтому правило Лапорта разрешает переходы в термы конфигураций 21s  и ss21 . Од-

нако, из триплетного терма )(21 3Pps  возможен только переход в триплетный терм 

)(21 3Sss , в то время как из синглетного терма рассматриваемой конфигурации возмож-

ны переходы в синглетные термы обоих ниже лежащих конфигураций 21s  и ss21 :  

    







).(1

),(21
)(21

12

1

1

Ss

Sss
Pps  

Отметим, что поскольку в одноэлектронных возбужденных состояниях атома гелия чет-

ность конфигурации и суммарный орбитальный момент определяются орбитальным 

квантовым числом возбужденного электрона, для атома He  оказывается возможным 

также использовать правила отбора, сформулированные нами для переходов в одноэлек-

тронных атомах.  

 Рассмотрим еще один пример использования правила Лапорта для определения 

разрешенных атомных переходов. Пусть у нас имеется атом углерода. Терм с минималь-

ной энергией P3  принадлежит конфигурации 222 221 pss . Эта конфигурация характери-

зуется положительной четностью. Рассмотрим еще несколько конфигураций атома угле-

рода, а именно 

    spss 3221 22  

    ppss 3221 22  

    dpss 3221 22  

Первая и третья из этих конфигураций являются нечетными, поэтому правило Лапорта 

разрешает переходы в термы этих конфигураций. Разрешен, или запрещен конкретный 

переход, надо определять, используя правила отбора для квантовых чисел L , S  и J . В 

то же время четность конфигурации pp32  также является положительной. Поэтому пе-

реходы во все термы этой конфигурации являются запрещенными.   

 В заключение раздела отметим еще раз, что сформулированные правила отбора 

являются приближенными. Они получены для электрического дипольного приближения 

в первом порядке теории возмущений по дипольному взаимодействию. Кроме того, в 

многоэлектронных атомах запрещенные переходы могут происходить вследствие того, 

что приближение LS  - связи, в рамках которого эти правила отбора сформулированы, 

является недостаточно точным. Фактически, в этом случае квантовые числа L  и S  вве-

дены лишь приближенно, поскольку стационарное состояние атома не может быть оха-

рактеризовано точно определенными значениями квантовых чисел L  и S . Именно такая 

ситуация характерна для тяжелых атомов, например, для атома ртути, у которого линия 

с нарушением интеркомбинационного запрета является почти такой же интенсивной, 

как и переходы без изменения спина. 

                                                 
13

 Метастабильные состояния представляют большой интерес в различных областях физики, химии и био-

логии, поскольку они могут являться резервуаром, в котором можно запасать энергию. Например, возбу-

ждение метастабильных состояний в газовом разряде широко используется в процессе накачки газовых 

лазеров. 
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 Квантовая теория дисперсии.  

В этом разделе рассмотрим квантовомеханический подход к вычислению поляри-

зуемости атома в поле электромагнитной волны и на этой основе вычисления диэлек-

трической проницаемости среды – разреженного газа, состоящего из одинаковых прак-

тически не взаимодействующих между собой атомов. 

Введем величину среднего по квантовому состоянию дипольного момента атома 

с помощью соотношения 

  rdtrrtretd 3* ),(),()(


  ,              (12.47) 

где волновая функция ),( tr


  удовлетворяет нестационарному уравнению Шредингера 

(12.7). Пусть поле волны является линейно поляризованным и вектор напряженности 

электрического поля направлен вдоль оси z , в начальный момент времени атом нахо-

дится в стационарном (основном) состоянии i . Представляя общее решение задачи 

(12.7) в виде разложения по собственным функциям атомного гамильтониана (см. 

(12.11) и решая полученную систему уравнений для коэффициентов разложения в при-

ближении адиабатического включения внешнего поля, найдем: 

  





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
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.            (12.48) 

Тогда волновая функция атома, подвергающегося воздействию электромагнитного поля 

с частотой  , может быть представлена в виде: 

  



















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in
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
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exp)()(exp)(),( )1( ,           (12.49) 

где )()1( tCn  определяется выражением (12.48). Подставляя (12.49) в (12.47) и учитывая, 

что дипольный момент атома в произвольном стационарном состоянии равен нулю
14

, то 

есть 0 innn dd

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Как видно, дипольный момент оказался пропорционален полю электромагнитной волны, 

поэтому коэффициент пропорциональности  

     











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22
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          (12.51) 

естественно назвать линейной поляризуемостью (восприимчивостью) атома. 

                                                 
14

 Это утверждение является следствием наличия определенной четности у атомных состояний и справед-

ливо для всех атомов, кроме атома водорода. У атома водорода вследствие «случайного» вырождения су-

ществуют стационарные состояния без определенной пространственной четности. 
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 Заметим, что полученное выражение (12.51) подобно выражению для восприим-

чивости гармонического осциллятора в классической теории. Действительно, рассмат-

ривая атом как гармонический осциллятор с частотой 0 и решая уравнения Ньютона 

для гармонического воздействия 

    t
m

eE
zz  cos02

0
 , 

получим
15

 

    
)( 22
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2
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
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m

eclassic .              (12.52) 

Сопоставление (12.51) и (12.52) показывает, что с точки зрения квантовой механики (по 

крайней мере в первом порядке теории возмущений) атом ведет себя как совокупность 

гармонических осцилляторов с набором частот  ni . Это утверждение становится осо-

бенно наглядным, если в спектре частот атомных переходов  ni  выделить какую-либо 

конкретную частоту и положить ее равной частоте классического осциллятора. Тогда 

для отношения квантовомеханической и классической восприимчивостей получим 
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Величина nif  называется силой осциллятора атомного перехода и является безразмерной 

величиной, часто близкой по своему значению к единице. В частности нетрудно пока-

зать, что для линейного гармонического осциллятора сила осциллятора, связывающая 

основное 0  и первое возбужденное 1  состояния, равна единице 110 f , а все осталь-

ные значения )1(00  nfn . Это означает, что восприимчивости квантовомеханическо-

го и классического осцилляторов одинаковы.  

 Сформулируем еще одно важное свойство, которому удовлетворяют силы осцил-

ляторов, известное как правило сумм
16

: 

     1
n

nif ,                (12.54) 

то есть сумма сил осцилляторов переходов из заданного состояния во все возможные
17

 

тождественно равна единице. 

 Перейдем теперь к анализу свойств атомарной газовой среды, помещенной в 

электромагнитное поле. Полагая, что все атомы одинаковы и не взаимодействуют между 

собой, дипольный момент единицы объема среды (вектор поляризации) можно предста-

вить в виде 

     dNP


 , 

                                                 
15

 Более подробно см., например,  С.А.Ахманов, С.Ю.Никитин Физическая оптика, М.: Из-во МГУ, 1998, 

с.162 
16

 Доказательство этого утверждения можно найти, например, в монографии  Г.Бете «Квантовая механи-

ка», М.: Мир, 1965, с.186-187. 
17

  Если у квантовой системы имеются и состояния непрерывного спектра, то в (12.54) под суммированием 

подразумевается  в том числе и интегрирование по состояниям континуума. 
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где N  - концентрация атомов среды, а d


 - дипольный момент отдельного атома. Тогда 

для восприимчивости среды можем записать 
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Выражение (12.55) позволяет определить диэлектрическую проницаемость раз-

реженного газа 
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определяющую оптические свойства среды. Как видно, в первом порядке теории возму-

щений диэлектрическая проницаемость определяется свойствами среды и не зависит от 

величины воздействующего поля. Такая среда называется линейной.  

 Анализ выражения (12.56) показывает, что диэлектрическая проницаемость и свя-

занный с ней показатель преломления возрастают с увеличением частоты воздействую-

щего поля. Такой характер зависимости )(  известен как нормальная дисперсия. С 

другой стороны в узком диапазоне частот вблизи резонанса ni  выражение (12.56) 

не может быть использовано. Так получилось потому, что в нашей задаче нет затухания, 

приводящего к ограничению величины дипольного момента атома в электрическом по-

ле. Затухание достаточно легко ввести в классической теории, как некоторую тормозя-

щую силу, действующую на осциллятор
18

. В квантовой теории это существенно более 

сложный вопрос, который требует введения квантовых представлений об электромаг-

нитном поле. 

Подчеркнем еще раз, что с точки зрения квантовой механики в первом порядке 

теории возмущений атом может рассматриваться как совокупность гармонических ос-

цилляторов с набором частот ni . При этом величина niNf  может интерпретироваться 

как число классических атомных осцилляторов (в единице объема) с собственной часто-

той ni . Полученный нами результат позволяет понять почему, хотя бы и на качествен-

ном уровне, классическая электронная теория Лоренца (см. Глава 1) до сих пор исполь-

зуется для описания оптических свойств среды. 

До сих пор мы говорили об атомах, которые характеризуются центральной сим-

метрией потенциала. Несколько более сложная ситуация возникает в случае пространст-

венной анизотропии среды. В этом случае для произвольной ориентации вектора элек-

трического поля волны в пространстве выражение (12.50) запишется в виде 

    tEddtd
in ni

ni

nini 



 





  cos
21

)( )(

022

)(*)(


,             (12.57) 

где zyx ,,,  , а по повторяющемуся индексу   производится суммирование. Выра-

жение (12.57) позволяет ввести тензор восприимчивости 

                                                 
18

 См., например, Г.С. Ландсберг «Оптика», М.: Наука, 1976, с. 556;  С.А.Ахманов, С.Ю.Никитин «Физи-

ческая оптика», М.: Из-во МГУ, 1998, с.156-158 
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
,              (12.58) 

показывающий, что в общем случае дипольный момент квантовой системы не направлен 

по вектору напряженности электрического поля волны 

     

  Ed . 

Компоненты тензора восприимчивости удовлетворяют очевидному соотношению 

     *

  . 

Соответствующим выбором системы координат можно добиться, чтобы отличными от 

нуля были лишь три диагональных компоненты тензора zzyyxx  ,, , а все недиагональ-

ные компоненты обратились в ноль. В системе с центральной симметрией значения всех 

трех диагональных компонент равны между собой )( zzyyxx . В этом случае 

среда является пространственно изотропной, а вектор поляризации «смотрит» в направ-

лении электрического поля волны. 

Фотоионизация атомов. 

Рассмотрим теперь случай перехода из начального состояния дискретного спек-

тра в конечное состояние континуума. С физической точки зрения такой переход описы-

вает явление фотоионизации. 

В первом порядке теории возмущений запишем амплитуду вероятности перехода 

в конечное состояние )(rE


  с энергией E  в виде: 

 

t
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Ei

E dttit
Ed

itC
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0)1( )exp()cos()(


               (12.59) 

(здесь  )()( iiEi IEEE   - частота перехода, iI  - потенциал ионизации на-

чального состояния), откуда 
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Учитывая большее по значению слагаемое в (12.60), получим 
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Для вычисления вероятности фотоионизации полученное выражение надо проинтегри-

ровать по всем возможным состояниям континуума 

     dEtCtW Eion

2
)1( )()( .               (12.62) 

Полагая, что матричные элемент Eid  является плавной функцией энергии, перепишем 

(12.62) в виде 
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Делая замену переменных  2)( tIE i  , получим 

   td
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.               (12.64) 

Если энергия кванта больше потенциала ионизации iI , то есть 

02)(*   tI i , интеграл в выражении (12.64) равен   и для вероятности иониза-

ции в единицу времени получаем 

   
4

2
)(

2

0

2
Ei

ionion

d
ttWw




 , 

где энергия конечного состояния определяется выражением iIE   . Полученное 

выражение представляет собой закон Эйнштейна для фотоэффекта. 

 Если же iI , интеграл (12.64) обращается в нуль, то есть фотоионизация не-

возможна. Это так называемая красная граница фотоэффекта, обнаруженная еще в конце 

19-ого века: для наблюдения атомного фотоэффекта необходимо, чтобы энергия кванта 

света превышала энергию связи электрона в атоме. 

Задачи. 

12.1. Электрон находится в бесконечно глубокой прямоугольной потенциальной яме в 

основном состоянии. Определить вероятность перехода за импульс в первое воз-

бужденное состояние под действием лазерного импульса гауссовой формы 

  )cos(2exp 0

22

0 ttEE  . Считать, что 10  , 210  . Как и почему ве-

роятность возбуждения зависит от длительности лазерного импульса? 

12.2. Сформулировать правила отбора для заряженной частицы, находящейся в одно-

мерной прямоугольной бесконечно глубокой потенциальной яме. 

12.3. Определить длины волн головных линий серии Лаймана и серии Бальмера в 

спектре атома водорода. 

12.4. Спектральные линии каких серий могут возникнуть при возбуждении атомов на-

трия и калия в состояние s5 ? 

12.5. Сколько компонент имеют линии диффузной серии в атомах щелочных метал-

лов? 

12.6. Какие излучательные переходы возможны после возбуждения атома гелия в со-

стояния, принадлежащие конфигурации ds31 ? 

12.7. Определить все возможные термы атома углерода для электронных конфигура-

ций 4221 122 pss  (   - любое возможное орбитальное квантовое число). Указать 

все возможные электромагнитные переходы между термами заданных конфигу-

раций и основным термом конфигурации 222 221 pss . 

12.8.  Определить средний по квантовому состоянию дипольный момент атома (гармо-

нического осциллятора) в случае мгновенного включения электромагнитного по-

ля. 

12.9. Определить диэлектрическую проницаемость бесстолкновительной плазмы (сво-

бодного электронного газа с концентрацией eN ). Сопоставить результаты клас-

сического и квантовомеханического рассмотрения. Указание: при квантовомеха-

ническом рассмотрении воспользоваться теоремой Эренфеста (см. Глава 3). 
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Глава 13. Фундаментальные основы нелинейной оптики. 

 Второй порядок нестационарной теории возмущений. 

До сих пор мы рассматривали процесс взаимодействия электромагнитного излу-

чения с квантовой системой в первом порядке теории возмущений по дипольному взаи-

модействию. В этой главе мы рассмотрим эффекты, которые возникают в высших (и 

прежде всего во втором) порядках теории возмущений. Такое рассмотрение предполага-

ет, что электрическое поле волны по-прежнему существенно меньше внутриатомного. 

Как и раньше, будем считать, что атомная система в начальный момент времени нахо-

дится в одном из состояний дискретного спектра i  с энергией iE . Как и раньше, огра-

ничимся случаем линейно поляризованного поля волны, поэтому оператор взаимодейст-

вия квантовой системы с электромагнитным полем запишем в виде: 

    )(ˆ),(ˆ tdtrW z


,      

где ось z  направлена вдоль вектора 


. Представляя решение нестационарного уравне-

ния Шредингера 
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,    (13.1) 

в виде комбинации собственных функций невозмущенного гамильтониана 0Ĥ
1
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получим систему уравнений для коэффициентов разложения 
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Представим амплитуды вероятности nC  в виде ряда теории возмущений 

   ...)2()1()0(  nnnn CCCC .      (13.4) 

Подставляя (13.4) в (13.3), получим для случая if  : 
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Удерживая в левой и правой частях уравнения члены одинакового порядка малости, по-

лучим: 

    
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i )exp(ˆ)(
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Будем предполагать адиабатически плавный характер включения поля. Тогда выполняя 

интегрирование по времени, в первом порядке теории возмущений получаем 

                                                 
1
 Как и раньше, при записи этого выражения знак суммы предполагает, в том числе, интегрирование по 

состояниям континуума. 
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Подставляя (13.6) в (13.5), во втором порядке теории возмущений получим 
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где   -малый параметр, обеспечивающий адиабатически плавное включение поля при 

t . 

 Амплитуда (13.7) содержит четыре слагаемых, которые мы рассмотрим пооче-

редно и независимо друг от друга. При этом учтем очевидное соотношение 

    finifn  . 

В выражении для амплитуды перехода (13.7) содержатся слагаемые 
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При вычислении вероятности перехода для каждого из написанных выше выражений 

должен быть найден квадрат модуля. Действуя способом аналогичным тому, который 

был использован при выводе выражения для вероятности перехода в единицу времени в 

первом порядке теории возмущений (см. (12.30), (12.31)), получим из (13.8а) и 13.8б): 
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     (13.9) 

Полученные выражения означают, что переходы происходят при выполнении условия  

     2if EE ,                (13.10) 

или  

     2if EE .                (13.11) 

Последние два соотношения представляют закон сохранения энергии при поглощении 

(испускании) энергии поля. То есть во втором порядке теории возмущений мы получили 

возможность двухквантового поглощения (испускания). Такие переходы мы будем на-

зывать двухфотонными. Отметим, что процесс двухфотонного поглощения (испускания) 
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представляет собой элементарный акт взаимодействия атомной системы с полем элек-

тромагнитной волны и не может быть представлен как последовательное поглощение 

(испускание) сначала первого, а потом второго фотона. 

 В свете вышесказанного выражение (13.8в) соответствует случаю, когда один фо-

тон был испущен, а другой поглощен, в результате энергия атомной системы осталась 

неизменной. На физическом смысле этой ситуации мы остановимся несколько позже. 

 Отметим также, что при вычислении вероятности перехода с помощью (13.7) 

возникают перекрестные слагаемые вида )21Re( *II  . Можно показать, что на больших 

временах воздействия вклад этих слагаемых в вероятности перехода оказывается пре-

небрежимо мал, и может не приниматься во внимание. 

 Двухфотонные переходы. 

Таким образом, мы показали, что во втором порядке теории возмущений в атом-

ной системе под действием внешнего электромагнитного поля возникают процессы 

двухквантового поглощения (испускания). Легко видеть (см. выражение (13.9)), что ве-

роятность двухфотонного процесса пропорциональна квадрату интенсивности излуче-

ния 

   24
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Сопоставление вероятностей двухфотонного и однофотонного поглощения дает (см. вы-

ражения (12.22) и (13.9))  
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at  - введенное ранее характерное значение 

внутриатомного поля. Как и ожидалось, мы 

получили, что в условиях применимости 

теории возмущений вероятности двухфо-

тонных переходов должны быть значитель-

но меньше, чем однофотонных. Поэтому в 

достаточно слабых полях двухфотонные 

переходы надо принимать во внимание, ес-

ли по какой-либо причине (закон сохране-

ния энергии, правила отбора) однофотон-

ные переходы оказываются невозможными. 

 Остановимся более подробно на структуре выражения (13.9), описывающего ве-

роятность двухфотонного поглощения (испускания). Суммирование в этом выражении 

формально идет по всему бесконечному набору стационарных состояний атомного га-

мильтониана. Эти состояния принято называть промежуточными
2
. Однако, может так 

                                                 
2
 Термин «промежуточное состояние» возникает как результат формальной интерпретации выражений 

(13.9), как переходов, происходящих в две стадии: fni  , т.е. из i  в f  через промежуточное 

состояние n . 

|n
*
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ω
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Рис.13.1. Двухфотонное поглощение. 
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оказаться, что некоторое состояние из этого набора удовлетворяет условию (для опреде-

ленности мы говорим о двухквантовом поглощении) 

      in
EE * . 

В этом случае слагаемое с номером *n  оказывается резонансно большим и вносит опре-

деляющий вклад в сумму по промежуточным состояниям (см. рис.13.1). В таком случае 

в (13.9) из всей суммы можно выделить оно слагаемое и приближенно записать 

)2(2
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w




.             (13.13) 

Правила отбора для двухфотонных переходов. 

 Сформулируем теперь правила отбора для двухфотонных переходов в атомах. 

Как следует из выражений (13.9), такие переходы оказываются возможны, если хотя бы 

одно слагаемое из суммы по промежуточным состояниям отлично от нуля. Вспоминая  

правила отбора для электрических дипольных переходов, полученные в первом порядке 

теории возмущения 1 , заметим, что орбитальные квантовые числа начального i  

и промежуточного состояний n  должны отличаться на единицу. По той же причине 

орбитальное квантовое число конечного состояния f  должно отличаться на единицу 

от орбитального квантового числа промежуточного состояния состояний n . Поэтому 

имеем 

    







.2

,
1

i

i

nf



                 (13.14) 

В результате для двухфотонных переходов получаем 

    2,0  . 

Заметим, что переходы, разрешенные как однофотонные, оказываются запрещенными во 

втором порядке теории возмущений, и, наоборот, переходы, разрешенные как двухфо-

тонные, оказываются запрещены в первом порядке теории возмущений. 

 Двухквантовый фотоэффект. 

Рассмотрим теперь переход из начального состояния дискретного спектра в ко-

нечное состояние континуума во втором порядке теории возмущений. С физической 

точки зрения такой процесс описывает явление двухквантового фотоэффекта.  

Пусть энергия кванта электромагнитного излучения   меньше потенциала ио-

низации атома iI  ( ii EI  ). Мы видели, что в таком случае в первом порядке тео-

рии фотоэффект невозможен. Пусть, однако, выполнено условие iI2 . Тогда на ос-

новании закона сохранения энергии (13.10) мы заключаем, что возможен переход в ко-

нечное состояние континуума с энергией  

   iIE  2 .                (13.15) 
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Такой переход и представляет собой двухквантовый фотоэффект. 

 Для амплитуды вероятности рассматриваемого перехода аналогично выражению 

(13.8а) запишем
3
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При этом слагаемое с суммой содержит переходы через промежуточные состояния дис-

кретного спектра, а интегральный член – описывает переходы через промежуточные со-

стояния континуума. Вычисляя вероятность двухфотонной ионизации в единицу време-

ни, найдем 
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где энергия конечного состояния определяется выражением iIE  2 . 

Как и следовало ожидать, вероятность двухквантовой ионизации оказалось пропорцио-

нальна квадрату интенсивности излучения. 

Отметим, что с формальной точки зрения выражение (13.16) описывает вероят-

ность двухквантовой фотоионизации также и в том числе в случае, когда одноквантовый 

процесс также разрешен. В такой ситуации двухквантовый (и в общем случае много-

квантовый) фотоэффект приводит к явлению надпороговой ионизации – поглощению 

числа квантов сверх минимально необходимого для перехода электрона в континуум. 

 Высшие порядки теории возмущений. 

 В этом разделе проведем на качественном уровне рассмотрение процесса воздей-

ствия на атомную систему внешнего электромагнитного поля в высших порядках теории 

возмущений. Из общей структуры уравнения (13.5), описывающего процесс взаимодей-

ствия в произвольном порядке теории возмущений, можно сделать вывод, что в k  -том 

порядке теории возмущений возникнут многофотонные процессы k  -того порядка, ве-

роятность которых будет пропорциональна k  -той степени интенсивности 

  kk Iw ~)( . 

В частности оказываются возможны про-

цессы многофотонного поглощения и ис-

пускания квантов поля, удовлетворяющие 

закону сохранения энергии 

   kEE if . 

При этом в общем случае в k  -том порядке 

теории возмущений будет возможен про-

цесс с поглощением m  фотонов и испуска-

нием mk   фотонов. Примеры такого рода 

процессов для случая 5k  приведены на 

рис.13.2. 

                                                 
3
 В данном случае мы также полагаем, что поле включается адиабатически медленно. 

 

 

 
Рис.13.2. Примеры пятифотонных процессов. 
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 В частности, если говорить о фотоионизации атомов, то в k  -том порядке теории 

возмущений возникает процесс k  - фотонной ионизации, описывающий переход элек-

трона в континуум происходящий в результате поглощения k  квантов поля. 

Полученный результат заставляет нас по-новому взглянуть на существование 

красной границы фотоэффекта. Если фотоэффект невозможен как одноквантовый про-

цесс (энергия кванта меньше потенциала ионизации) в первом порядке теории возмуще-

ний, он может быть как процесс второго (или более высокого) порядка малости. В этом 

смысле красной границы фотоэффекта не существует. Следует, однако, иметь в виду, 

что вероятность процесса второго порядка малости заметно меньше, чем первого поряд-

ка. Поэтому в несильных полях процессы высших порядков практически не идут, что и 

проявляется в виде существования красной границы фотоэффекта. В оптическом диапа-

зоне частот наблюдение многоквантового фотоэффекта стало возможным лишь после 

создания лазерных источников излучения в начале 60-х годов прошлого столетия (более 

подробно см. Главу 1). 

Отметим также, что явление надпороговой ионизации, упоминавшееся выше, в 

общем случае представляет собой поглощение ,...2,1  kk  фотонов при k  - фотонной 

ионизации атомов. В условиях применимости теории возмущений естественно ожидать, 

что вероятность надпорогового поглощений мала по сравнению с вероятностью мини-

мально необходимого числа квантов для фотоионизации, причем можно ожидать, что 

вероятности надпорогового поглощения убывают с увеличением числа надпороговых 

фотонов в соответствии соотношением 

n

atk

nk

II
w

w
)/(~

)(

)( 

.               (13.17) 

Для экспериментального обнаружения надпороговой ионизации атомов можно 

регистрировать энергии образующихся фотоэлектронов. Энергетический спектр элек-

тронов в условиях надпорогового поглощения должен состоять из ряда пиков, отстоя-

щих друг от друга на величину кванта поля  . Именно такие спектры фотоэлектронов 

были зарегистрированы впервые в 1979 году группой П.Агостини
4
 при изучении иони-

зации атомов ксенона излучением Nd лазера (=1064 нм) с интенсивностью 10
12

 - 10
13

 

Вт/см
2
 (см.рис.13.3). В рассматриваемом случае ионизация происходит в результате 11-

квантового фотоэффекта. Поэтому пики в энергетическом спектре фотоэлектронов соот-

ветствуют поглощению 11, 12, ... фотонов. Эксперименты показали, что с ростом интен-

сивности излучения количество пиков в спектре фотоэлектронов возрастает, что свиде-

тельствует об увеличении вероятности надпорогового поглощения. Существенно также, 

что при превышении некоторого критического значения интенсивности (для данных, 

представленных на рис.13.3 - 12106.2   Вт/см
2
) вероятность поглощения избыточного ко-

личества фотонов оказывается даже больше, чем минимально необходимого для иониза-

ции числа квантов. При дальнейшем росте интенсивности излучения наиболее вероят-

ным оказывается все большее количество поглощенных фотонов. Так, при интенсивно-

сти излучения 12105.4 I  Вт/см
2
 доминируют пики, соответствующие поглощению 

42  надпороговых фотонов. 

                                                 
4
 P. Agostini – французский физик –экспериментатор. 
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В рассматриваемом случае со-

отношение (13.17) оказывается конеч-

но несправедливым. Несправедливым 

оказывается и теоретический подход к 

описанию процесса ионизации, осно-

ванный на малости отношения напря-

женности поля электромагнитной 

волны к внутриатомному электриче-

скому полю. Последовательное опи-

сание явления надпороговой иониза-

ции требует выхода за рамки теории 

возмущений и выходит за рамки дан-

ного пособия. 

 Рамановские переходы  

- типа и комбинационное рас-

сеяние.   

 Рассмотрим теперь случай воз-

действия на атомную систему двух-

частотного лазерного поля 

 tt 2211 coscos  


.  

В первом порядке теории воз-

мущений мы получим процессы по-

глощения или испускания квантов 

1  или 2 . Во втором порядке по-

мимо двухквантовых процессов с поглощением (испусканием) квантов 1  или 2  

появятся и процессы, удовлетворяющие следующему закону сохранению энергии 
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Для вероятности таких переходов нетрудно получить 
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                      (13.19) 

При этом случай использования знаков «-» соответствует вероятности двухфотонного 

поглощения, а знаков «+» - двухфотонного испускания. Это тоже процессы двухкванто-

вого поглощения (испускания), когда поглощаются (испускаются) кванты из различных 

полевых мод (см. рис. 13.4). При этом первый член в (13.19) описывает амплитуду пере-

хода в промежуточное состояние под действием поля 1  и, затем, в конечное – под дей- 

 
Рис.13.3. Спектры надпороговой ионизации. 
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ствием поля 2 . Второе слагаемое, наобо-

рот, соответствует амплитуде перехода в 

промежуточное состояние под действие по-

ля 2 , и, затем, в конечное – под действием 

поля 1 . 

Однако, помимо процессов (13.18), 

возможны и процессы, когда квант погло-

щается из одной моды (например, 1 ) и ис-

пускается в другую ( 2 ). Для определенно-

сти будем считать, что 21  : 

21  if EE .      (13.20) 

Для вероятности такого процесса имеем: 
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                      (13.21) 

Схема такого процесса приведена на рис.13.5. При этом первый член в выражении 

(13.21) описывает сначала поглощение кванта 1  и затем испускание 2 , а второй – 

сначала испускание 2  и затем поглощение 1 . Важно отметить, что, как всегда в 

квантовой теории, складываются не вероятности, а амплитуды вероятностей переходов. 

Аналогично может быть рассмотрен процесс с 

поглощением 2  и испусканием 1  (см. 

рис.13.6): 

12  if EE .            (13.22) 

Рассматриваемые двухфотонные переходы 

иногда называют процессами   - типа, по-

скольку их графическое изображение (см. 

рис.13.5 и 13.6) напоминает греческую букву 

«ламбда». С физической точки зрения они ин-

тересны тем, что матричные элементы (13.21) 

описывают процесс комбинационного (или ра-

мановского
5
) рассеяния. Суть этого эффекта 

заключается в том, что при облучении какого-

либо вещества электромагнитным излучением 

частоты 0  в спектре рассеянного света (помимо несмещенной частоты) появляются са-

теллиты с частотами  0 , где   - собственная частота колебаний среды. В рас-

                                                 
5
 По имени индийского физика Ч. Рамана (1888 - 1970), одного из авторов открытия комбинационного 

рассеяния света (1928). Эффект комбинационного рассеяния был открыт практически одновременно и 

независимо от Ч. Рамана в Советском Союзе Л. И. Мандельштамом (1879 - 1944) и Г.С.Ландсбергом (1890 

- 1957). Нобелевская премия по физике (1930) присуждена Ч.Раману «За работы по рассеянию света и за 

открытие эффекта, названного по его имени». 
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Рис.13.4. Двухфотонное поглощения в случае  

двухчастотного воздействия. 
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Рис.13.5. Рамановский переход  - типа. 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D0%BE%D0%B1%D0%B5%D0%BB%D0%B5%D0%B2%D1%81%D0%BA%D0%B0%D1%8F_%D0%BF%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B8%D1%8F_%D0%BF%D0%BE_%D1%84%D0%B8%D0%B7%D0%B8%D0%BA%D0%B5
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сматриваемом нами случае, очевидно, 

fi  - частота перехода между состоя-

ниями i  и f . В теории комбинационного 

рассеяния компоненту, соответствующую по-

глощению 1  и излучению 2  ( 21  ), 

принято называть стоксовой компонентной. 

В случае же, если атом переходит в нижеле-

жащее состояние, говорят об антистоксовой 

компоненте комбинационного рассеяния.  

 Правила отбора для комбинационно-

активных (разрешенных) переходов были 

сформулированы выше: 2,0  . 

 Динамический эффект Штарка. 

 Остановимся теперь на случае двухфотонного перехода в монохроматическом 

поле, соответствующего случаю, когда один фотон поглощается, а другой испускается. 

Амплитуда такого процесса определяется интегралом (13.8в). Полагая, что конечное со-

стояние f  совпадает с начальным i , из (13.7) и (13.8) получим 
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Тогда атомная волновая функция может быть представлена в виде: 


















 



tE
i

rCCtE
i

rtCtr f

if

fffiii







exp)()(exp)())(1(),( )2()1()2(  

                     ...)(exp)(...exp)(1 

























 tEE

i
rtE

i
rtE

i
iiiiii










, 

где  

  2

0

2

022

2

4)(

2

4

1
 




 

ni

ni

n

ni

i

d
E


,             (13.24) 

  - линейная атомная поляризуемость, введенная в Главе 12.  

Как видно, во втором порядке теории возмущений волновая функция начального 

состояния изменяется под действием поля электромагнитной волны, причем величину 

iE  можно рассматривать как поправку к уровню энергии iE . Этот сдвиг уровня энер-

гии в высокочастотном (оптическом) поле называют динамическим эффектом Штарка. 

На качественном уровне понять происхождение динамического эффекта Штарка 

можно исходя из следующих соображений. Атомный электрон, поглощая и испуская 

фотоны внешнего поля, на какое-то время приобретает дополнительный импульс, в ре-
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Рис.13.6. Рамановский переход  - типа. 
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зультате чего он как бы дрожит на свой «квантовой орбите». Как результат, «видимый» 

размер атомного ядра определяется амплитудой дрожания, тем большей, чем больше 

амплитуда воздействующего поля. Неточечность атомного и ядра и есть причина сме-

щения атомных уровней, которая была подробно нами рассмотрена в Главе 9. 

В случае 0  (статический предел) выражение (13.24) может быть переписано 

в виде 
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(под   здесь понимается эффективное значение напряженности поля волны 

20  ), фактически совпадающее с результатом (9.66), полученным для штарков-

ского сдвига в постоянном электрическом поле.  

 Величина штарковского сдвига атомных уровней в сильных электромагнитных 

полях, вообще говоря, не мала и может быть сопоставима с квантом поля   и даже 

превышать его. В случае если начальное (основное) состояние i  связано с континуу-

мом многофотонным переходом (в такой ситуации все 0ni  и ni ), как видно из 

(13.24), величина штарковского сдвига отрицательна, то есть в поле волны происходит 

увеличение потенциала ионизации. С другой стороны, можно показать, что для высоко-

возбужденных (ридберговких) состояний величина штарковского сдвига положительна 

и оказывается примерно равна 
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Легко видеть, что величина (13.25) представляет собой колебательную энергию свобод-

ного электрона в поле волны с частотой  . Это значение представляет собой дополни-

тельную энергию, на которую смещаются энер-

гетические уровни атомного континуума (штар-

ковский сдвиг континуума). Как видно, штарков-

ский сдвиг ридберговских состояний совпадает 

со штарковским сдвигом уровней в континууме. 

В результате эффективный потенциал ионизации 

атома оказывается равен  
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и возрастает линейно по интенсивности излуче-

ния.  

Отмеченная особенность приводит к ин-

тересному физическому эффекту – закрытию каналов ионизации
6
 в сильных электро-

магнитных полях. Сущность этого явления заключается в следующем. Например, в сла-

бом поле ионизация атома может происходить в результате поглощения n  квантов поля. 

                                                 
6
 Это явление было экспериментально обнаружено группой П. Агостини (P. Agostini) в 1988 году. 
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Рис.13.7. Закрытие каналов ионизации. 
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Такой процесс возможен, если iIn  . Однако, с увеличением интенсивности излуче-

ния значение потенциала ионизации возрастает (см. 13.26) и при некоторой интенсивно-

сти излучения оказывается, что )(eff

iIn  . В таком случае фотоионизация возможна 

уже как 1n  - фотонный процесс, а n  - фотонный канал закрывается. Схематически яв-

ление закрытия канала ионизации представлено на рис.13.7. 

 Нелинейные атомные восприимчивости второго порядка. 

В этом разделе рассмотрим квантовомеханический подход к вычислению поляри-

зуемости атома в поле электромагнитной волны во втором порядке теории возмущений.  

Как и раньше, среднее по квантовому состоянию значение дипольного момента 

атома определим с помощью соотношения 

  rdtrrtretd 3* ),(),()(


  ,              (13.27) 

где волновая функция ),( tr


  удовлетворяет нестационарному уравнению Шредингера 

(13.1). Пусть поле волны является линейно поляризованным и вектор напряженности 

электрического поля направлен вдоль некоторого направления n


, в начальный момент 

времени атом находится в стационарном (основном) состоянии i . Представляя общее 

решение задачи (13.1) в виде разложения по собственным функциям атомного гамильто-

ниана, перепишем (13.27) в виде  
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Мы работаем во втором порядке теории возмущений, поэтому, удерживая только члены 

второго порядка малости, для дипольного момента получим 
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Здесь коэффициенты разложения )()1( tCn определяется выражением  
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а )()2( tC f  может быть записано в виде  

  
  






























)(

)exp(2

))(2(

))2(exp(

))(2(

))2(exp(

4
)(

222

00)2(

nifi

fini

nifi

fi

nifi

fi

n

nifn

f

tititidd
tC






.  

                      (13.29) 

Это выражение легко получается после интегрирования (13.7) в пределе 0 . Под-

ставляя (13.6) и (13.29) в (13.28), получим 
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или 
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где, как и раньше, компоненты zyx ,,,,  , а по повторяющимся индексам произво-

дится суммирование, а )2()2(   и )0()2(   - квадратичные восприимчивости кванто-

вой системы на удвоенной частоте воздействующего поля и на нулевой частоте, являю-

щиеся тензорами третьего ранга. Для этих восприимчивостей имеем: 
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Итак, во втором порядке теории возмущений получается, что воздействие на сре-

ду периодической силы с частотой   вызывает в среде колебания дипольного момента 

на частотах, не совпадающих с частотой воздействующего поля. Конкретно возникают 

колебания дипольного момента на удвоенной частоте, а также статическая поляризация. 

Полученные нами квадратичные восприимчивости лежат в основе рассмотрения про-

стейших нелинейно-оптических эффектов – генерации второй гармоники и оптического 

детектирования.
7
 Можно показать, что для квантовой системы с центрально симметрич-

ным потенциалом (атом) все компоненты тензора квадратичной восприимчивости равны 

нулю (см задача (13.5)). Поэтому отмеченные выше эффекты, возникающие в среде с 

квадратичной нелинейностью, обычно наблюдают в нелинейных анизотропных кри-

сталлах. Например, для генерации второй гармоники часто используют кристалл дигид-

рофосфата калия (KH2PO4), известный как KDP. 

В высших порядках теории возмущений возникают восприимчивости более вы-

соких порядков. Например, в третьем порядке возникают кубические восприимчивости 

)3()3(   и )()3(  , описывающие возникновение колебаний дипольного момента на ут-

роенной частоте, а также на частоте поля. Величина )3()3(   определяет возможность 

генерации третьей гармоники воздействующего излучения, а величина )()3(   фактиче-

ски вносит нелинейную добавку (добавку, зависящую от величины поля) в показатель 

преломления среды на частоте воздействующего поля. В случае, если 0)()3(  , то в 

                                                 
7
 Более подробно об этих эффектах см., например, С. А. Ахманов, С. Ю. Никитин Физическая оптика, М.: 

Из-во МГУ, 1998, лекции 22,23 
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области сильного поля показатель преломления возрастает, поле само создает себе соби-

рающую линзу. В результате может возникнуть самофокусировка излучения
8
. 

Рассмотренный нами способ вычисления атомных восприимчивостей различных 

порядков лежит в основе подхода вычисления поляризационного отклика среды, как 

разложения по степеням поля, и широко используется в современной нелинейной опти-

ке. Заметим еще раз, что этот подход базируется на квантовомеханической теории воз-

мущений, то есть фактически предполагает малость электрического поля в волне по 

сравнению с внутриатомным значением. Как уже отмечалось, современная лазерная 

техника позволяет получать напряженность поля в волне сравнимую с внутриатомной и 

даже превышающую ее. В таких полях традиционно используемый метод вычисления 

атомных восприимчивостей оказывается неприменимы. Универсальных подходов к вы-

числению отклика в таких сверхсильных световых полях в настоящее время не сущест-

вует. 

Задачи. 

13.1. На атом водорода, находящийся в основном состоянии 1s воздействует монохро-

матическое поле с частотой  , удвоенное значение которой примерно соответст-

вует переходу 31  nn  ( n  - главное квантовое число). Какие состояния бу-

дут при этом возбуждаться? Рассмотреть случай линейной и круговой поляриза-

ции излучения. 

 Указание. В случае линейно поляризации ось квантования момента удобно вы-

брать вдоль вектора поляризации электрического поля волны. Для циркулярного 

поля ось квантования момента направить вдоль направления распространения 

волны. 

13.2. Сформулировать правила отбора для трехфотонных переходов в атомах. 

13.3. Определить угловое распределение вылета электронов, образующихся при двух-

фотонной ионизации атома, находящегося в s состоянии. 

13.4. Оценить величину штарковского сдвига 1s состояния атома водорода в поле ти-

тан-сапфирового лазера ( 55.1  эВ) с интенсивностью 1410 Вт/см
2
. Для того же 

значения интенсивности определить штарковский сдвиг границы континуума. 

13.5.  Показать, что для произвольной квантовой системы с центрально-симметричным 

потенциалом квадратичная восприимчивость равна нулю. 

 

                                                 
8
 Явление самофокусировки излучения было предсказано в 1962 году Г. А. Аскарьяном (1928 - 1997). 
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Глава 14. Квантовое электромагнитное поле и его взаи-

модействие с атомом. 

Рассмотренная нами теория взаимодействия квантовой системы с электромагнит-

ным полем позволяет описать широкий круг различных процессов, но является, однако, 

неудовлетворительной. Действительно, основной результат теории заключается в том, 

что под действием внешнего электромагнитного поля между стационарными состояния-

ми атомного гамильтониана происходят переходы, вероятность которых определяется 

выражением (см. Глава 12) 

     


 IBI
c

d
w fi

fi

fi 2

2
2

3

4


.     

В отсутствие внешнего воздействия ( 0I ) переходы не происходят. Это выглядит со-

вершенно естественным. Полный гамильтониан системы совпадает с атомным, и общее 

решение нестационарного уравнения Шредингера имеет вид 

    







 tE

i
rtr ii




exp)(),( , 

то есть система неограниченно долго будет оставаться в начальном стационарном со-

стоянии. Однако, мы знаем, что даже для изолированного атома время жизни в возбуж-

денном состоянии конечно. Рано или поздно, он испускает квант и переходит в нижеле-

жащее состояние. Опыт подсказывает, что у атома, строго говоря, существует единст-

венное стационарное состояние – основное. Процесс испускания кванта света атомом в 

отсутствие внешнего воздействия называют спонтанным переходом (распадом). Мы 

должны признать, что существование спонтанных переходов противоречит развитой на-

ми теории и, прежде всего, понятию стационарного состояния. 

 Что именно принципиально важное не было учтено? Ответ на это вопрос заклю-

чается в следующем. Построенная нами в предыдущей главе теория взаимодействия 

атома с полем излучения является полуклассической. А именно, атом мы описывали 

квантовомеханически, а электромагнитное поле – в рамках классических представлений. 

Действительно, электромагнитное поле мы описывали функциями ),( tr


  и ),( tr


 , 

точно так же как это делается в классической теории. Нам необходимо построить теперь 

квантовую теорию электромагнитного поля, а затем рассмотреть задачу о взаимодейст-

вии двух подсистем – атома и электромагнитного поля с позиций квантовой механики. 

При этом старая полуклассическая теория должна оказаться частным случаем новой, ко-

гда состояние электромагнитного поля, как квантового объекта, может быть описано в 

классическом пределе. Естественно, при таком последовательном квантовом подходе 

можно ожидать появления нового круга эффектов, существование которых непонятно в 

рамках традиционного полуклассического подхода. 
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Электромагнитное поле, как квантовый объект. 

При обсуждении проблемы равновесного электромагнитного излучения в полос-

ти (см. Глава 1) мы уже говорили о том, что свободное электромагнитное поле в произ-

вольном объеме может быть представлено в виде совокупности бесконечно большого 

числа полевых мод – осцилляторов поля. Рассмотрим теперь этот вопрос чуть подроб-

нее. Будем, как и раньше, считать, что электромагнитное поле находится в кубическом 

объеме с зеркальными стенками (размер стенки куба L)
1
. Тогда в кулоновской калибров-

ке потенциала  

   0Adiv


       (14.1) 

напряженности электрического и магнитного полей определяются как 

    
t

A

c 





 1
 ,     Arot


 ,     (14.2) 

и а сам векторный потенциал удовлетворяет волновому уравнению 

    0
1

2

2

2

2 





t

A

c
A




.      (14.3) 

Будем искать решение этого уравнения в виде разложения по стоячим волнам (полевым 

модам)
2
 

   



,

)cos()(),(
k

k rktaetrA


,     (14.4) 

где k


 - волновой вектор стоячей волны, e


 - единичный вектор поляризации. С учетом 

(14.4) выражения для напряженностей электрического и магнитного полей имеют вид 

   



,

)cos()(
1

),(
k

k rktae
c

tr





 ,     (14.5) 

    



,

)sin()(),(
k

k rktaektr


 .    (14.6) 

Подставляя разложение (14.4) в уравнение (14.3), получим, что )(tak  удовлетво-

ряют уравнению гармонического осциллятора. 

    02

2

2

 


kk
k a

dt

ad
,      (14.7) 

причем kck  . Аналогичное уравнение нетрудно получить и для величины 

cakk    , определяющей напряженность электрического поля в моде с волновым 

вектором k


 и состоянием поляризации  :  

    02

2

2







kk
k

dt

d
.      (14.8) 

                                                 
1
 При изучении электромагнитных явлений в свободном пространстве размер куба может быть выбран 

достаточно большим, так чтобы на временах рассмотрения конкретного процесса волновое возмущение, 

распространяясь в пространстве со скоростью света, не достигало границ нашего объема. 
2
 Вместо разложения по стоячим волнам часто используют эквивалентное ему разложение по бегущим 

волнам. 
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Вычисление энергии электромагнитного поля в объеме 3L  дает 

    


 









,

222

2

322

288 k

kkk aa

c

L
dVH


.    (14.9) 

Здесь мы учли, что  

2)(sin)(cos 322 LdVrkdVrk   


, 0)'cos()cos( '   dVrkrk


. 

 Таким образом, выражение (14.9) показывает, что энергия свободного электро-

магнитного поля представима в виде суммы слагаемых, соответствующих энергии гар-

монического осциллятора, каждое из которых соответствует определенной полевой мо-

де. Поэтому про разложение (14.4) часто говорят как о разложении поля на осциллято-

ры. Число полевых мод в (14.4), (14.9) бесконечно велико. В этом смысле об электро-

магнитном поле говорят, как о системе с бесконечно большим числом степеней свободы.  

 В дальнейшем для определенности выберем какую-либо одну степень свободы с 

волновым вектором k


 и заданным состоянием поляризации. Запишем энергию для этой 

моды в виде 

    
28

222

2

3 aa

c

L
H







,              (14.10) 

где )(ta  и )(t  определяют значения векторного потенциала и напряженности электри-

ческого поля в выбранной полевой моде
3
. Сравнивая выражение (14.10) с выражением 

для энергии «обычного» гармонического осциллятора 

    
22

222 xmxm
H





,               (14.11) 

замечаем, что векторный потенциал a  фактически играет роль «координаты» полевого 

осциллятора, а электрическое поле   - «импульса», при этом величину )8( 23 cL   по 

своему смыслу можно назвать «массой» полевой моды. Сходство выражений (14.10) и 

(14.11) можно сделать еще более полным, если перейти к безразмерным переменным. 

Введем безразмерные координату и импульс в соответствии с соотношениями 

    *~ xxx  , *~ ppp  ,  

где  mx * ,  mp * . Тогда в безразмерных переменных выражение для энер-

гии (14.11) переписывается в виде  

    
2

~~ 22 xp
H


                 (14.12) 

и представляет собой функцию Гамильтона одномерного гармонического осциллятора. 

Аналогично, обезразмеривая векторный потенциал *~ aaa  и напряженность электри-

ческого поля *~   на величины
4
 

                                                 
3
 Эти величины в квантовой оптике иногда называют квадратурными компонентами электрического поля 

волны. 
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L
ca





,              (14.13) 

получим выражение для функции Гамильтона некоторой полевой моды 

    
2

~~ 22 a
H


  .               (14.14) 

Заметим, что в силу симметрии функции Гамильтона относительно замены импульса на 

координату и наоборот, мы можем считать, что в выражении (14.14) электрическое поле 

имеет смысл координаты, а векторный потенциал – импульса. 

Переход от классической теории к квантовой осуществляется заменой соответст-

вующих величин операторами. Поэтому, аналогично тому, как нами были введены опе-

раторы импульса и координаты 

   xx ˆ~  , xipp ~ˆ~  , 

мы можем ввести полевые операторы ̂  и â : 

    ~ˆ~,ˆ~ iaa . 

Тогда с учетом (14.14) 
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HH field              (14.15) 

- гамильтониан свободного электромагнитного поля
5
. Построенные операторы действу-

ют в пространстве функций с интегрируемым квадратом ),( t , причем физический 

смысл волновой функции, описывающей квантовое состояние полевой моды, заключа-

ется в следующем: величина 
2

),( t  есть плотность вероятности измерить значение на-

пряженности электрического поля равным   в момент времени t . 

Дальнейшее построение квантовой теории электромагнитного поля осуществля-

ется просто. Все ранее сказанное про гармонический осциллятор (см. Глава 6) мы долж-

ны отнести теперь к полевой моде. В частности, имеем стационарное уравнение Шре-

дингера для определения стационарных
6
 состояний моды электромагнитного поля  

   )()(ˆ )(  k

f

kkfield EH . 

Таким образом, отдельная мода поля характеризуется набором стационарных состояний 

с энергиями 

)21()(  kE f

k  ,      

где k  имеет смысл числа квантов поля (фотонов) в стационарном состоянии )( kk . 

В частности, имеем основное состояние поля, электромагнитный вакуум, как состояние 

с нулевым числом квантов 0k , это состояние характеризуется дисперсией напряжен-

                                                                                                                                                           
4
 Величины 

*  и 
*a  мы выбираем, учитывая, что минимальная энергия осциллятора равна 2 . 

5
 В дальнейшем для сокращения записи для обозначения безразмерных переменных поля мы будем ис-

пользовать символы   и a . 
6
 В квантовой оптике эти состояния обычно называют фоковскими по имени В. А. Фока, впервые введше-

го их в рассмотрение. 
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ности электрического поля (в размерных единицах) 22

0D . Распределение плотности 

вероятности получить при измерении значение напряженности   в этом состоянии есть  

     22

0 exp
1

)( 


 ,               (14.16) 

В этом состоянии энергия поля равна энергии нулевых колебаний 2  и отлична от 

нуля. Мы уже отмечали, что полевых мод бесконечно много. Поэтому даже если все по-

левые моды находятся в основном (вакуумном) состоянии, то полная энергия поля 

(электромагнитного вакуума) 

      2vacE                (14.17) 

оказывается неограниченно велика. Для нас это обстоятельство является несуществен-

ным, поскольку в дальнейшем мы будем вычислять изменение энергии поля при перехо-

де из одного состояния в другое. Фактически бесконечное значение (14.17) мы будем 

использовать в качестве уровня отсчета энергии
7
.  

Распределение плотности вероятности в произвольном стационарном состоянии 

полевой моды k  записывается в виде 

 222
exp)(

!2

1
)( 


 kkk H

k
.               (14.18) 

Здесь kH  - полином Эрмита. Хотя энергия поля в стационарном состоянии может быть 

весьма велика, среднее по квантовому состоянию значение напряженности оказывается 

равным нулю, а дисперсия )21()( 2

0  kkD . 

 Отметим, что электромагнитное поле в любом стационарном состоянии пред-

ставляет собой чисто квантовый объект. Среднее по квантовому состоянию значение на-

пряженности   в произвольном стационарном состоянии оказывается равным нулю 

      0)(
2
dkk

, 

а значит равно нулю и среднее значение силы, действующей на электрический заряд.  

Кроме стационарных (фоковских) состояний существует огромное количество 

нестационарных состояний полевой моды, однако, все такие состояния могут быть пред-

ставлены в виде суперпозиции стационарных состояний 

    
k

kk tkit ))21(exp()(),( .              (14.19) 

Здесь 
2

k  определяют вероятность обнаружить поле в k -том стационарном состоянии, 

то есть в состоянии содержащем k  фотонов. При этом естественно, что выполнено ус-

ловие 1
2


k

k . В этом смысле, как правило, приходится иметь дело с состояниями с 

неопределенным числом фотонов. Мы можем, однако, ввести среднее число фотонов в 

произвольном нестационарном состоянии с помощью соотношения 

                                                 
7
 Проблема на самом деле существует, если вспомнить о теории гравитации.  
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     
k

kkk
2

.               (14.20) 

Средняя энергия полевой моды связана со средним числом фотонов в ней соотношением 

    )21()(  kE f

k  . 

 Остановимся на еще одном важном свойстве электромагнитного поля. Мы знаем, 

что операторы импульса и координаты не коммутируют между собой
8
: 

       ipx ˆ,ˆ . 

Поэтому нельзя найти такие состояния, в которых обе эти величины имеют точно опре-

деленные значения. Поскольку в квантовой теории электромагнитного поля операторы 

̂  и â  эквивалентны операторам x̂ , p̂ , то  

       ia ̂,ˆ . 

Учитывая, что напряженность магнитного поля в выбранной нами моде ah ~ , то мы 

приходим к выводу, что в квантовой теории одновременно точно определить значения 

напряженностей электрического и магнитного полей невозможно. При этом, конечно, 

речь идет об измерении напряженностей полей в одной и той же полевой моде.  

 Для дальнейшего наиболее важно еще раз подчеркнуть следующее. Электромаг-

нитное поле, как квантовый объект, существует всегда. Основным состоянием электро-

магнитного поля является вакуумное состояние. Это такое состояние, когда во всех по-

левых модах отсутствуют фотоны. А значит, невозможно исключить взаимодействие 

атомной системы с всегда окружающим ее внешним электромагнитным полем. Это ут-

верждение справедливо и в том случае, если это поле находится в основном (вакуумном) 

состоянии. Исключить взаимодействие атома с окружающим его электромагнитным ва-

куумом принципиально невозможно
9
. Как мы увидим в дальнейшем, именно взаимодей-

ствие атомной системы с электромагнитным вакуумом ведет к появлению спонтанных 

переходов и ряду других эффектов, из которых мы достаточно подробно обсудим лишь 

так называемый лэмбовский сдвиг атомных уровней. 

 Классическое электромагнитное поле в квантовой теории. 

А что такое классическое электромагнитное поле с точки зрения квантовой тео-

рии? Для ответа вопрос вспомним о когерентных состояний гармонического осциллято-

ра (см. Глава 6). Мы видели, что при большом среднем числе квантов именно такие со-

стояния описывают состояния осциллятора, близкие к классическим. Поэтому можно 

утверждать, что классическое электромагнитное поле – это когерентное состояние поле-

вой моды с большим средним числом квантов 1k .  

                                                 
8
 Мы здесь используем безразмерные единицы. 

9
 Повлиять на взаимодействие с электромагнитным вакуумом тем не менее можно. Структура полевых 

мод зависит от размера и конкретной геометрии той области, в которой электромагнитное поле существу-

ет. Выбирая размер полости с зеркальными стенками достаточно малым, а также меняя геометрию этой 

полости, мы можем существенно перестраивать спектр полевых мод и, тем самым, интенсивность взаимо-

действия атома, находящегося в полости, с окружающим его электромагнитным вакуумом. Задачи такого 

рода являются предметом исследования квантовой электродинамики в полости, области науки, интенсив-

но развивающейся в последние годы. 
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В Главе 6 мы видели, что когерентное состояние осциллятора характеризуется 

пуассоновским распределением вероятностей по стационарным (фоковским) состояни-

ям. Например, распределение  

  











 



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4
exp2

!

)1(
2

ak

a

k

k
k

              (14.21) 

дает распределение Пуассона (6.36) для 
2

k с параметром 22

ak  . Легко пока-

зать (см. задачу 14.1), что волновая функция 

    
k

kk )()(  

с распределением k , заданным как (14.21), есть  

 2/)(exp
1

)( 2

4 acoh 


 ,              (14.22) 

и описывает гауссовый волновой пакет с шириной, соответствующей вакуумному со-

стоянию, и центрированный около координаты a . Эволюция во времени состояния 

(14.22) приводит к классическому «закону движения»
10

 для напряженности электриче-

ского поля tkt  cos2)( . В практически важном случае 1k  квантовой не-

определенностью величины   можно пренебречь. При этом энергия поля и интенсив-

ность излучения оказываются пропорциональны среднему числу квантов в моде k  и 

связаны с величиной напряженности   соотношениями, справедливыми в классиче-

ской электродинамике
11

.  

 «Сжатый» свет. 

 До середины 80-ых годов прошлого века казалось, что учет квантового характера 

света дает лишь малые поправки к тем явлениям, которые описываются неквантовыми 

уравнениями Максвелла. Прежде всего, квантовый характер поля надо принимать во 

внимание, когда число фотонов в исследуемой системе невелико. Если же энергия поля 

макроскопически велика, то для описания физических процессов можно пользоваться 

так называемым полуклассическим подходом, когда вещество (среда) описываются 

квантовомеханически, а поле – классически. Фактически, в основе такого подхода лежит 

представление, что макроскопически интенсивные электромагнитные поля представля-

ют собой когерентные состояния полевых мод. Экспериментальное обнаружение
12

 так 

называемых «сжатых» состояний электромагнитного поля фактически открыло новую 

главу в исследовании физики взаимодействия мощного электромагнитного излучения с 

веществом. На практике речь идет о новом макроскопическом квантовом эффекте – чис-

                                                 
10

 Это утверждение проще всего доказать с использованием теоремы Эренфеста. 
11

 Более подробно о классическом электромагнитном поле с точки зрения квантовой теории можно, на-

пример, посмотреть в:  М. О. Скалли, М. С. Зубайри «Квантовая оптика», глава 2, М.: Физматилит, (2003). 
12

 Наиболее простым способом экспериментального получения «сжатого» света является процесс пара-

метрического преобразования света. Более подробно см., например. В. П. Быков «Основные особенности 

сжатого света», УФН, т.161, №10, (1991) 
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то квантовом (неклассическом) состоянии электромагнитного поля, содержащем, тем не 

менее, большое количество квантов. И, хотя в настоящее время экспериментально дос-

тигнутые степени «сжатия» лазерного излучения сравнительно невелики, по-видимому, 

не существует физических ограничений, которые не позволят в будущем генерировать 

высокоинтенсивные поля весьма далекие по своим свойствам от классического электро-

магнитного поля. Это означает, что полуклассическая теория (среда – квантовая, элек-

тромагнитное поле – классическое), которая ранее с успехом использовалась для описа-

ния процессов взаимодействия мощного электромагнитного излучения с веществом, 

должна быть заменена последовательной квантовой теорией, когда и среда и электро-

магнитное поле описываются квантовомеханически. При этом старая полуклассическая 

теория оказывается частным случаем новой, когда состояние электромагнитного поля, 

как квантового объекта, может быть описано в классическом пределе. Естественно, при 

таком последовательном квантовом подходе можно ожидать появления нового круга 

эффектов, существование которых не понятно в рамках традиционного полуклассиче-

ского подхода. 

 С математической точки «сжатый» свет описывается как состояние полевой моды 

вида (6.45). При этом особый интерес с физической точки зрения вызывают состояния, 

близкие к состояниям «сжатого» вакуума (6.46). Практический интерес к таким «сжа-

тым» состояниям обусловлен тем, что при больших значениях среднего числа квантов 

1k  дисперсия числа квантов в «сжатых» состояниях аномально велика по сравне-

нию с дисперсией числа квантов в когерентном состоянии (см. Глава 6). Следовательно, 

в «сжатых» состояниях аномально велика вероятность обнаружить число квантов, суще-

ственно отличающееся (как в большую, так и в меньшую сторону) от среднего значения. 

Поэтому в таких полях можно ожидать, например, существенного увеличения вероятно-

стей многофотонных процессов по сравнению с классическими электромагнитными по-

лями той же интенсивности. 

Взаимодействие атомной системы с квантовым электромагнит-

ным полем. Спонтанные переходы.    

Наша задача теперь построить последовательную квантовую теорию взаимодей-

ствия атома с полем излучения. При этом, в отличие от рассмотренного ранее полуклас-

сического подхода, и атом и электромагнитное поле будут рассматриваться как кванто-

вые объекты. Общий подход к решению проблемы заключается в следующем. Мы име-

ем две подсистемы, атом и электромагнитное поле, взаимодействующие между собой. 

Атомная подсистема описывается гамильтонианом 0Ĥ  (например, это гамильтониан во-

дородного атома), гамильтониан полевой подсистемы есть 

   



2

ˆˆˆ
22 a

H field  , 

где сумма берется по всем полевым модам. Будем по-прежнему считать, что знаем набор 

собственных функций и собственных значений атомного гамильтониана  

    n

a

nn EH  )(

0
ˆ . 
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Здесь верхний индекс « a » указывает на принадлежность собственного значения )(a

nE  к 

спектру атомного гамильтониана. Стационарные состояния полевого гамильтониана 

также известны. Это есть набор осцилляторных функций  k  и соответствующих им 

собственных значений  )( f

kE , каждое из которых определяется числом квантов поля 

(фотонов) в конкретной моде электромагнитного поля. Что касается взаимодействия 

атома с электромагнитным полем, то в рамках классической теории в дипольном при-

ближении мы можем записать 

      


dW  . 

Здесь электрическое поле определяется выражением (14.5), причем электрическое поле 

волны можно считать пространственно однородным 

    



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 
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k eae
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Переход к квантовой теории означает замену соответствующих величин на операторы. 

Поэтому 

    


 
k

kedW ˆ)
ˆ

(ˆ 
,                (14.23) 

где d
̂

 - оператор дипольного момента атомной системы, а  k
ˆ  - совокупность операто-

ров электрического поля в различных полевых модах. 

 Полный гамильтониан системы «атом + электромагнитное поле» есть 

    WHHH field
ˆˆˆˆ

0  .                (14.24) 

Принципиально важным моментом является следующий. Полный гамильтониан зависит 

от совокупности атомных и полевых координат и не может быть представлен в виде 

суммы гамильтонианов атома и электромагнитного поля. А, следовательно, невозможно 

ввести и атомные и полевые волновые функции стационарных состояний. Такие функ-

ции могут быть введены лишь приближенно, если в (14.24) пренебречь взаимодействием 

атомной и полевой подсистем. Действительно, в этом случае полная волновая функция 

системы «атом + электромагнитное поле»  ),( kr


  факторизуется на произведение 

атомной и полевых волновых функций 

               )()(),( kknk rr


 .               (14.25) 

Здесь знак  означает произведение, которое берется по волновым функциям всех по-

левых мод. Взаимодействие атома с окружающим его электромагнитным полем будем 

учитывать по теории возмущений
13

. Тогда раскладывая полную волновую функцию сис-

темы «атом + электромагнитное поле» по базису функций (14.25), в рамках нестацио-

нарной теории возмущений мы получим, что оператор взаимодействия Ŵ  вызывает пе-

реходы между различными состояниями (14.25).  

                                                 
13

 Возможность использования теории возмущений при описании взаимодействия атома с внешним элек-

тромагнитным полем, в конечном счете, обусловлена тем, что постоянная тонкой структуры 1 . Этот 

вопрос мы уже обсуждали в Главе 2. 
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 Мы ограничимся лишь первым порядком теории возмущений. Поэтому мы мо-

жем провести рассмотрение для взаимодействия лишь одной полевой моды с атомной 

системой, а полученный результат затем просуммировать по различным модам электро-

магнитного поля. Будем считать, что начальное состояние системы  

   )()( )(

 i

ki ri


, 

то есть в начальный момент атомная система характеризуется состоянием )(ri


 , а неко-

торая полевая мода содержит k  квантов поля. Здесь индекс   характеризует волновой 

вектор и вектор поляризации моды излучения. Конечное состояние системы есть  

   )()( )(

 f

kf f
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

, 

где fk  - число квантов в конечном состоянии полевой моды. Записывая выражение для 

амплитуды вероятности перехода в первом порядке  теории возмущений, получим 
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Здесь fE  и iE  - энергия конечного и начального состояний атомной подсистемы. При-

нимая во внимание, что операторы d
̂

 и ̂  действуют соответственно в подпространст-

вах атомной и полевой подсистем, перепишем (14.26) в виде:  
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Здесь fid


 - матричный элемент дипольного оператора, связывающий атомные волновые 

функции начального и конечного атомного состояний, kk f
 

ˆ  - полевой матричный 

элемент, а )( fiif EE  . Учитывая свойства матричного элемента полевой коорди-

наты, можно утверждать, что в конечном состоянии число фотонов будет на единицу 

отличаться от k , то есть 1 kk f .  

Рассмотрим для определенности переход с испусканием кванта. Тогда из (14.27) 

получим 

 
 

 
  .

2

)2sin(
2exp

ˆ

)(exp
ˆ

)(

1

0

1)1(



























t
ti

ed
i

dtti
ed

itC

kkfi

t

if

kkfi

f








 

Здесь if  , 0if , поскольку переход происходит в нижележащее состояние. 

Как видно, квант испускается только в том случае, если частота атомного перехода 

близка к частоте полевой моды. Учитывая явное выражение для матричного элемента 

полевого осциллятора
14

 

   21ˆ
01   kkk  

                                                 
14

 Это выражение является очевидным следствием соотношений (12.37) и (12.38). 
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( 3

0 4 L   - константа обезразмеривания, см.(14.13)), для вероятности перехода в 

заданную моду получим 
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В случае, если 1k  выражение (14.28) фактически совпадает с выражением (12.19), 

полученном нами ранее в приближении классического электромагнитного поля
15

.  

Наиболее интересным следствием полученного результата является обстоятель-

ство, что переходы в нижележащее состояние возможны, в том числе, в случае, если мо-

да поля не содержит фотонов ( 0k ), то есть находится в вакуумном состоянии. Такие 

переходы называют спонтанными. В этом случае вероятность перехода есть 
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Для того, чтобы получить полную вероятность спонтанного перехода выражение (14.29) 

надо просуммировать по всем полевым модам, куда произошел переход. Поскольку для 

достаточно большого нормировочного объема спектр полевых мод можно считать плот-

ным, сумму по модам можно заменить интегралом   (см. Глава 1, выражения (1.8) – 

(1.10)). 
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Поэтому 
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)2(sin

24 
            

(   - угол между радиус-вектором и вектором поляризации e


). Выполняя интегрирова-

ние по углам 34cos 2   d , и учитывая выражение (14.13), получим 

   
   






 d

t
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d
W
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fi 2

2
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2
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)2(sin

3

2






.               

Основой вклад в полученное выражение дает узкий интервал частот вблизи частоты пе-

рехода if . Поэтому приближенно имеем: 

   
 

td
c

d
t

c

d
W fi

if

if

fi

fi 









  
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3

2

2
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3

2
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2

)2(sin

3

2

 


.            (14.31) 

Здесь мы воспользовались значением интеграла 

    








d
2

2sin
. 

                                                 
15

 Это обстоятельство прямо следует из того факта, что 
2

02 k  есть квадрат напряженности поля в рамках 

классической теории. 
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Из (14.31) найдем выражение для вероятности спонтанного перехода в единицу времени 

    
2

3

3

3

4
fi

if

fi d
c

A



 .                (14.32) 

Величину fiA  принято называть коэффициентом Эйнштейна спонтанного перехода.  

 Легко видеть, что введенные нами коэффициенты Эйнштейна спонтанного и вы-

нужденного переходов связаны между собой соотношением 

    fi

if

fi B
c

A
22

3







.                (14.33) 

В Главе 12 мы сформулировали правила отбора для электромагнитных переходов в ато-

мах. Переход называется разрешенным, если он возможен в первом порядке нестацио-

нарной теории возмущений. Мы видели, что в полуклассической теории для этого необ-

ходимо, чтобы 0fid . Как видно из (14.32) и (14.33) такие же правила отбора сущест-

вуют и для спонтанных переходов. 

Итак, мы получили важный результат. Рассматривая электромагнитное поле как 

квантовую систему, мы показали, что даже если поле находится в основном (вакуумном) 

состоянии, происходит взаимодействие этого вакуумного поля с атомной системой, в 

результате чего атом «спонтанно» переходит в нижележащие энергетические состояния. 

Величина 1 fiA  представляет собой время жизни относительно спонтанного перехода 

с уровня i  на уровень f . Оценим характерную величину коэффициента Эйнштейна 

спонтанного перехода в оптическом диапазоне частот
16

. Считая, что 0~ ead fi  ( 0a  - бо-

ровский радиус), из (14.32) получим 

   atat

a

a

ea
ae

c
A 

















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~

12
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
.           (14.34) 

Здесь   - длина волны перехода, )(~ 0

2  aeRyat   - атомная частота (характерная 

частота обращения электрона вокруг атома). Полагая что at ~ , выражение (14.34) 

можно переписать также в виде atA 3~ , где   - постоянная тонкой структуры. Мы 

приходим к выводу, что электрон успевает совершить много (порядка 10
6
 – 10

7
) оборо-

тов вокруг атомного ядра, прежде чем испустит квант света. Численная оценка для 

10  эВ ( L  - линия в спектре атома водорода) дает 1010~A  с
-1

, или для времени 

жизни уровня 1010~   с. Отметим, что оценка времени падения электрона на ядро, вы-

полненная в Главе 2 в рамках классической электродинамики (см. выражение (2.21)), 

дала точно такой же результат. Полученное совпадение не является случайным. Дейст-

вительно, если в выражении (2.21) положить 22

0 ~ mcRyE  , и учесть что 0

2are  , то 

в рамках классического подхода получим  

      13~


 at , 

                                                 
16

 Точный расчет  коэффициента Эйнштейна спонтанного перехода 2p1s можно найти в Приложении 9. 
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что совпадает с (14.34). Таким образом, на качественном уровне результаты, полученные 

в рамках квантовомеханического и классического подходов, совпадают. Однако, физи-

ческое содержание этих результатов существенно различно. Классическая теория оказы-

вается неспособной объяснить устойчивое существование электронной оболочки атома. 

Как видно из (14.33), скорость распада пропорциональна кубу частоты перехода. 

Этот результат также имеет естественное классическое истолкование. Действительно, в 

соответствии с классической электродинамикой энергия, излучаемая в единицу времени 

осциллирующей частицей, пропорциональна четвертой степени частоты 4~ W . С дру-

гой стороны, в рамках квантовомеханического подхода имеем AW  ~ , где A  - веро-

ятность испускания кванта  . Сопоставляя эти выражения, имеем 3~ A , что соответ-

ствует (14.33). 

На основании полученных результатов, в частности, можно сделать вывод, что в 

рентгеновском диапазоне частот времена жизни состояний малы по сравнению с опти-

ческим диапазоном. Наоборот, в радиочастотном диапазоне они оказываются очень ве-

лики. Например, для 1~  см из (14.33) имеем 810~  с (несколько лет!). Это означает, 

что спонтанными переходами в различных радиофизических приложениях теории прак-

тически всегда можно пренебречь. 

Отметим, что полученное выражение для времени жизни возбужденного состоя-

ния относительно спонтанного распада (14.33) может быть с успехом использовано и в 

ядерной физике для оценки времени жизни возбужденных ядерных состояний относи-

тельно процесса   - излучения. Например, оценивая величину ядерного дипольного мо-

мента как NeRd ~  ( 1213 1010~  NR  см – размер атомного ядра) для длины волны   - 

кванта 
1010~ 

  см ( 1~  МэВ) из (14.33) получим 16141 1010~~   A  с. Отметим, 

что именно быстрые спонтанные распады в рентгеновском и   диапазонах являются 

главным препятствием на пути создания источников когерентного индуцированного из-

лучения в этих диапазонах частот.  

До сих пор мы говорили лишь о разрешенных переходах. Что касается запрещен-

ных переходов, то их вероятности, как правило, на четыре – пять порядков меньше. 

 Спонтанные переходы и естественная ширина спектральной ли-

нии. 

Остановимся на еще одной важной стороне полученных нами результатов. Мы 

видели, что взаимодействие атомной системы с электромагнитным вакуумом (нулевыми 

колебаниями электромагнитного поля) привело к появлению спонтанных переходов. 

Время жизни атома в возбужденном состоянии оказывается конечным и определяется 

коэффициентом Эйнштейна спонтанного перехода 

    
1 fiA . 

Вспомним про соотношение неопределенностей «энергия – время» ~E . Если сис-

тема живет конечное время, то ее энергия точно не определена. Возбужденные атомные 

состояния не могут иметь точно определенного значения энергии, атомные уровни ока-
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зываются «размытыми», имеющими конечную 

ширину (см. рис.14.1). Для ширины атомного 

состояния, очевидно, имеем 

  ~E .            (14.35) 

Часто для ширины уровня вводят и другую ве-

личину E . Тогда последнее соотноше-

ние можно переписать в виде  1 . 

Поскольку атомные уровни уширены, 

то энергия кванта, испускаемого при переходе 

между парой состояний, также не имеет точно 

определенного значения. Испускаемая спек-

тральная линия имеет конечную ширину. Эту 

ширину, обусловленную спонтанными переходами, принято называть естественной ши-

риной линии. Как результат, возникает некоторое распределение фотонов по частотам, 

которое принято называть формой линии. 

Рассмотрим более подробно вопрос о форме линии, возникающей при спонтан-

ном переходе из некоторого возбужденного атомного состояния 1  в основное 0  в ре-

зультате взаимодействия с электромагнитным вакуумом. Будем считать, что в началь-

ный момент времени ( 0t ) атом находится в состоянии 1 , а вся совокупность поле-

вых мод в вакуумном состоянии. Амплитуду вероятности этого события обозначим как 

)(0,1 tC . В процессе эволюции системы во времени атом перейдет в состояние 0 , в не-

которой полевой моде   ek


,,  появится один фотон. Амплитуда вероятности это-

го события есть )(,0 tC  . Раскладывая полную волновую функцию системы «атом + по-

ле» по базису вида (14.25), получим систему уравнений для коэффициентов )(0,1 tC  и 

)(,0 tC  : 

),)(exp(

),)(exp(

10

*

,0

0,1

100,1

,0

tiWC
dt

dC
i

tiWC
dt

dC
i


















               (14.36) 

где   0,01   edW


 - матричный элемент оператора взаимодействия атомной системы с 

полевой модой, связывающий начальное и конечное состояния, )( 0101 EE   - час-

тота перехода между атомными состояниями. 

 Будем искать решение для амплитуды начального состояния )(0,1 tC  в виде 

   2exp()(,0 ttC  ),                 (14.37) 

то есть в виде экспоненциального убывания во времени вероятности обнаружить систе-

му в возбужденном состоянии )exp()(
2

,0 ttC  . При этом величина 1  есть время 

спонтанного распада. Подставляя (14.37) в первое из уравнений (14.36) получим 

 
Рис.14.1. Ширина спектральной линии. 
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Подставляя (14.38) во второе из уравнений (14.36), получим 
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 .              (14.39) 

В большом нормировочном объеме 3L  спектр полевых мод является плотным. Поэтому 

от суммирования в (14.39) можно перейти к интегрированию (см. 14.30)): 

    
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Выполняя интегрирование по угловой координате, получим  
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,             14.40) 

где плотность полевых мод N  определяется выражением 2

32

3

 



c

L
N . Полученное 

соотношение есть уравнение для величины  . Нас интересует его решение набольших 

временах 1t . Будем также считать, что 10 . 

 Как видно из (14.40), выражение для   получается комплексным 

    ImRe i . 

Поскольку  

   )
2

Imexp()
2

Reexp()2exp()(,0 ttttC 





 ,           (14.41) 

скорость распада состояния определяется действительной частью  , а величина мнимой 

части может рассматриваться как добавка к энергии возбужденного атомного состояния 

   2Im11  EE .                 (14.42) 

Это так называемый лэмбовский сдвиг уровня, который более подробно будет обсуж-

даться ниже. Рассматривая интеграл (14.40) в пределе больших времен, получим 
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,               (14.43) 

где мы учли, что t)cos( 10  является быстро осциллирующей функций частоты и по-

тому вклад в интеграл (14.43) не дает. 

 Для действительной части Re  получаем  
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В подинтегральном выражении (14.44) имеется резонансная кривая, определяемая мно-

жителем )())sin(( 1010   t , показывающая, что основной вклад в интеграл 

(14.44) вносит узкий набор частот вблизи 10 . Поэтому (14.44) можно переписать в 

виде 
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где вынесенные из под интеграла функции взяты в точке 10 . Учитывая, что 
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 и, вспоминая выражения для 2

1032

3





c

L
N  и 22

0

2

1,0

2
 dW , 

( 3

10

2

0 4 L  ), получим 
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 ,                (14.45) 

что тождественно выражению (14.32). 

 Из выражения (14.40) видно, что в подинтегральном выражении полюс возникает 

только для действительной части величины  . Поэтому  ImRe  и в дальнейшем 

под   мы будем понимать только действительную часть этой величины. 

Рассмотрим теперь конечное состояние системы, определяемое коэффициентами 

)(,0  tC . Из (14.38) найдем  
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и фактически определяет распределение по энергии фотонов в конечном состоянии, то 

есть форму линии излучения. Форму линии удобно ввести в нормированном виде: 
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22
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g .              (14.46) 

Такая кривая называется лоренцевой и удовлетворяет условию нормировки  

   1
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При этом ширина линии есть скорость спонтанного перехода из состояния 1  в состоя-

ние 0 .  

 Понять происхождение естественного уширения линии и возникновение лорен-

цевой формы линии можно и в рамках классической электродинамики. Действительно, 

рассматривая атом, как классический осциллятор с затуханием (см. Глава 2), мы получи-

ли уравнение движения атомного электрона в виде 
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    02

0  rrr
 ,                (14.47) 

где 32

0

2 32 mce   - классическая постоянная затухания. Решение уравнения этого 

уравнения записывается в виде  

      )4cos(2exp)( 22

00 ttrtr 


.            (14.48) 

Спектральный состав излучения определяется фурье-компонетной ускорения электрона: 
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,               (14.49) 

где 
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из (14.49) при условии 0  получим 
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где   dII0  полная интенсивность излучения осциллятора. Как видно, выражения 

(14.50) и (14.46) дают один и тот же результат для формы линии излучения.  

В частности для гармонического осциллятора для скорости спонтанного распада 

нижнего возбужденного состояния осциллятора имеем  
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и, следовательно, 
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что тождественно совпадает с величиной классической постоянной затухания, и описы-

вающей время релаксации энергии колебаний классического гармонического осцилля-

тора.  

В случае, если атом может перейти из начального состояния i  в целый набор 

нижележащих конечных состояний, то для времени жизни i -го состояния следует запи-

сать 

     




f

fiA

1
,                (14.51) 

где сумма берется по всем конечным состояниям, в которые возможен переход. 

 Для ширины уровня тогда имеем 

     
f f

fif A1 ,          

где f  - парциальная ширина уровня, связанная с переходом fi  . 
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Если переход происходит в основное атомное состояние
17

, ширина атомной ли-

нии определяется шириной верхнего энергетического уровня. Если же оба состояния 1  

и 2 , между которыми происходит переход, имеют конечные ширины, то можно пока-

зать, что ширина спектральной линии есть сумма ширин состояний (см. рис.14.2), т.е. 

  21  .  

Оценим характерное значение естест-

венной ширины атомных уровней. Поскольку 

для разрешенных переходов в оптическом 

диапазоне частот 108 1010~    с, то 

~E 75 1010~    эВ. Эта величина на 

много порядков меньше энергии атомного пе-

рехода, поэтому атомная линия является узкой, 

а степень монохроматичности излучения весь-

ма высока. Такие распадающиеся во времени 

состояния в квантовой теории называют квази-

стационарными. Мы видели, что их можно охарактеризовать комплексным значением 

энергии 2 iE  и записать волновую функцию в виде 
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Тогда )exp(~),(
2

ttr 


, что и описывает распад состояния на временах порядка 1 . 

 Помимо естественного уширения существуют и другие механизмы уширения 

атомных линий. В газовых средах наиболее важными являются доплеровский и столкно-

вительный механизмы уширения
18

, которые, как правило, приводят к значительно боль-

шей ширине линий по сравнению с естественной. В твердых телах (кристаллах), где 

атом находится в электрическом поле, создаваемом атомами-соседями по кристалличе-

ской решетке, возникает штарковское уширение линий, обусловленное внутрикристал-

лическим полем. Поэтому в экспериментах наблюдать естественную ширину атомной 

линии достаточно трудно.  

 Формула Планка. 

 Установив связь между вероятностями спонтанных
19

 и вынужденных переходов, 

мы можем теперь из первых принципов получить распределение энергии по спектру 

равновесного электромагнитного излучения (формула Планка). 

Действительно, рассмотрим двухуровневую систему, находящуюся в состоянии 

термодинамического равновесия (см. рис.14.3). Населенности состояний 1  и 2  есть 

                                                 
17

 Это единственное состояние в атоме, которое имеет точно определенное значение энергии. 
18

 Более подробно об этих механизмах можно прочитать, например, в монографии  С.А.Ахманов, 

С.Ю.Никитин «Физическая оптика», М.: МГУ, (1988), часть II, лекция 6. 
19

 В историческом плане необходимость введения в квантовую теорию спонтанных переходов была понята 

Эйнштейном в 1917 году исходя из термодинамических соображений. 

 
Рис.14.2. Ширина спектральной линии. 



 260 

соответственно 1N  и 2N . Под действием поля излучения в системе идут переходы меж-

ду уровнями. В состоянии равновесия населенности 1N  и 2N  не зависят от времени. По- 

этому мы можем записать 

  122122211 ANIBNIBN   .          (14.53) 

Поскольку 1221 BB  , то из (14.53) полу-

чаем  
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I . 

В состоянии термодинамического равно-

весия 

  TkNN B exp12 ,     (14.54) 

где   - энергия перехода между состоя-

ниями, T  - температура. Подставляя (14.54) в (14.53) и учитывая выражение связываю-

щее коэффициенты спонтанного и вынужденного переходов (14.33), получим 

   
  1exp

1 3

22 
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
.              (14.55) 

Учитывая связь между спектральной плотностью и спектральной интенсивностью излу-

чения   cI , перепишем (14.55) в виде 

    
  1exp

1 3

32 
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. 

Полученный результат есть формула Планка для распределения объемной плотности 

энергии по спектру равновесного электромагнитного излучения. Фактически, мы сумели 

получить это выражение из первых принципов, рассматривая взаимодействие атомной 

системы с полем излучения.  

 Отметим, что в историческом плане проведенные нами рассуждения соответст-

вуют работе А.Эйнштейна 1917 года. В этой работе задолго до создания квантовой тео-

рии электромагнитного поля, опираясь на выражения для статистических распределений 

(формулы Больцмана и Планка), А.Эйнштейн обосновал необходимость существования 

спонтанных переходов и установил связь между вероятностями вынужденных и спон-

танных переходов, то есть соотношение между коэффициентами 12A  и 12B . 

 Лэмбовский сдвиг атомных уровней.  

 Рассмотрим еще один эффект, обусловленный взаимодействием электромагнит-

ного вакуума с атомной подсистемой - так называемый лэмбовский сдвиг. При обсужде-

нии тонкой структуры спектра атома водорода (см. Глава 9) мы видели, что в соответст-

вии с теорией Дирака для одного и того же значения главного квантового числа уровни с 

различным значением  , но одинаковым значением полного механического момента j , 

 
Рис.14.3. Спонтанные и вынужденные переходы 

между состояниями квантовой системы. 
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например, 212s  и 212p , являются вырожденными. Оказывается, взаимодействия атомно-

го электрона с вакуумным электромагнитным полем снимает это вырождение. Уровень  

212s  смещается вверх относительно своего 

положения, предсказываемого формулой 

Дирака, в то время как положение уровня 

212p  практически не изменяется (см. 

рис.14.4). Экспериментально лэмбовский 

сдвиг атомных уровней был впервые обна-

ружен в 1947 году в опытах Лэмба
20

 и Ри-

зерфорда
21

. 

 Опыты Лэмба – Ризерфорда. 

Мы сначала коротко обсудим ос-

новные идеи опыта Лэмба – Ризерфорда, а 

затем на качественном уровне проведем 

анализ явления. Схема экспериментальной 

установки по наблюдению лэмбовского сдвига приведена на рис.14.5. Нейтральные не-

возбужденные атомы водорода вылетают из печки (П) и подвергаются действию пучка 

электронов, в котором электронным ударом происходит возбуждение атомных состоя-

ний 212s  и 23,212p . Атомы водорода )2( 23,21pH  в результате радиационного перехода 

быстро переходят в основное состояние 211s . Состояние 212s  является долгоживущим 

                                                 
20

 Willis Lamb (1913 - 2008)- американский физик, Нобелевская премия (1955) «За работы по аномальному 

магнитному моменту электрона» 
21

 Robert Retherford (1912 - 1981) – американский физик. 

 
Рис.14.4. Лэмбовский сдвиг s2 состояния  

атома водорода. 

 
Рис.14.5. Схема опыта Лэмба и Ризерфорда. 
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(метастабильным) поскольку переход 2121 12 ss   в дипольном приближении запрещен. 

В результате атомы )2( 21sH  долетают до детектора (Д) и отдают электронам детектора 

свою энергию возбуждения ( 2.10  эВ). Получившие энергию электроны покидают де-

тектор, и включенный в цепь гальванометр (Г) начинает показывать электрический ток. 

Величина электрического тока в цепи детектора оказывается пропорциональной пере-

данной энергии, то есть числу метастабильных атомов водорода )2( 21sH . По пути к де-

тектору пучок атомов водорода пролетает через область СВЧ поля, частота которого 

может перестраиваться. При совпадении частоты поля с частотой переходов 

2121 22 ps   или 2321 22 ps   оказываются возможны вынужденные переходы в p2 - 

состояние, что приводит к быстрому спонтанному переходу в основное состояние. В ре-

зультате метастабильные атомы не долетают до детектора и сигнал с него пропадает. 

Таким образом, оказывается возможным точно измерить положение уровня 212s  отно-

сительно дублета 23,212p . Эксперимент показал, что расстояние между компонентами 

дублета 23,212p  составляет величину 10950 МГц в соответствии с теорией Дирака
22

, а 

уровень 212s  сдвинут вверх примерно на 1058 МГц относительно нижней компоненты 

дублета 23,212p . 

Качественный анализ лэмбовского сдвига. 

Перейдем теперь к обсуждению физических причин возникновения лэмбовского 

сдвига. Мы уже отмечали, что при строгом анализе строения квантовомеханической 

системы, вообще говоря, необходимо учитывать ее взаимодействие с электромагнитным 

вакуумом. Взаимодействие атомного электрона с вакуумными полями ведет не только к 

спонтанным переходам, но и к энергетическому сдвигу уровней
23

. С физической точки 

зрения флуктуирующие вакуумные поля оказывают дополнительное воздействие на 

электрон, приводя к его «дрожанию» на орбите. В системе отсчета, связанной с электро-

ном, «дрожащим» оказывается атомное ядро. В результате электрон «видит» его как не-

точечный объект. Ранее мы уже обсуждали (см. Глава 9) влияние конечного размера яд-

ра на положение энергетических уровней атома. В рамках рассматриваемой модели лэм-

бовский сдвиг имеет точно такую же природу, только под размером ядра нам следует 

подразумевать амплитуду «дрожания» электрона на орбите. Мы видели, что учет про-

странственной структуры радиальных волновых функций ведет к тому, что неточеч-

ность атомного ядра приводила к сдвигу вверх только s  - состояний. Поэтому мы ожи-

даем, что взаимодействие атомного электрона с вакуумным электромагнитным полем 

также приведет к сдвигу вверх атомных состояний с нулевым орбитальным моментом. 

 Изложенные выше качественные соображения постараемся теперь облечь в мате-

матическую форму. Запишем уравнение, описывающее «дрожание» электрона орбите 

под действием вакуумных полей: 

                                                 
22

 В энергетических единицах это значение равно 162Ry . 
23

 Интересно, что и в классической теории сила радиационного трения ведет не только к затуханию коле-

баний атомного осциллятора, но и к изменению его частоты. Это изменение частоты излучения в некото-

ром смысле является классическим аналогом лэмбовского сдвига (см. выражение (14.48)). 
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Здесь r

  описывает отклонение электрона от равновесной орбиты. Считая электрон не-

релятивистским, и учитывая, что  

    


 
,

)cos()(
k

kkvac tet


 , 

запишем решение уравнения (13.39) в виде 
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Определим теперь величину среднего (по времени) квадрата отклонения электрона от 

равновесной траектории 
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Здесь  k  - амплитудное значение вакуумного электрического поля в полевой моде. Эту 

величину мы уже вычисляли (см. выражение (14.13)): 
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В случае, если объем 3L  достаточно большой, спектр полевых мод является достаточно 

плотным и в (14.59) от суммы можно перейти к интегралу 
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В результате получаем 
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Полученный интеграл расходится и на верхнем и на нижнем пределе. Для устранения 

расходимости необходимо ограничить спектр полевых мод, взаимодействующих с элек-

троном. В качестве граничных частот выбирают
24
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откуда для квадрата амплитуды дрожания окончательно находим 

                                                 
24

 Первое из этих ограничений предполагает, что электрон в атоме остается нерелятивистским. Низкочас-

тотное ограничение предполагает, что вакуумные поля приводят именно к эффекту «дрожания» на орбите. 

Поэтому частота «дрожания» должна быть больше частоты обращения вокруг атомного ядра. Более под-

робно см. А.А.Соколов, И.М.Тернов, В.Ч. Жуковский  «Квантовая механика», §21, М.: Наука, (1979). 



 264 

     
22

2
2

0

32 2
ln

2







Z

n
ar


 

Как видно, амплитуда дрожания достаточно мала:   00
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Поэтому эффект окажется существенным только для s  - состояний. Используя результа-

ты расчета смещения s  - уровней, обусловленные конечным размером ядра (см. выра-

жение (9.32)), получим величину лэмбовского сдвига ns  состояния. 

Ry
n

Z
Ens

3

3

4

~  . 

Более точные вычисления были проведены Бете
25

 в 1947 году: 

22

2

3

34 2
ln

1

3

8
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
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Z

n
Ry

n
ZEns .           (14.61) 

и хорошо согласуются с экспериментальными данными, полученными Лэмбом и Ризер-

фордом. Как видно, в тяжелых водородоподобных ионах величина лэмбовского смеще-

ния уровней быстро возрастает.  

 Отметим также, что в атоме водорода максимальная величина лэмбовского сдви-

га наблюдается для основного s1  - состояния. Как и следует из формулы Бете (14.61), 

величина лэмбовского сдвига s1  состояния примерно в восемь раз больше, чем для s2  - 

состояния. Однако, измерить это смещение гораздо более трудно чем смещение s2  - 

уровня. Это связано с тем, что промерять положение s1  - уровня также приходится от-

носительно положения дублета 23,212p . Относительная точность таких измерений 

должна быть примерно на пять порядков выше, чем в опытах Лэмба – Ризерфорда. Экс-

перименты такого уровня стали возможны лишь с развитием лазерной техники в сере-

дине 80-ых годов XX века и были проведены Т. Хэншем
26

.  

 Опыты Хэнша. 

 Остановимся коротко на опытах Т. Хэнша, позволивших измерить лэмбовский 

сдвиг s1  состояния атома водорода. Точное значение разницы энергий между уровнями 

211s  и 212s  можно определить, измеряя точное значение длины волны света, вызываю-

щего двухфотонный переход 2121 21 ss   ( 2430  Å). Поскольку уровень 212s  являет-

ся метастабильным, его радиационная ширина крайне мала. В результате теплового 

движения атомов и связанного с ним эффекта Доплера происходит расстройка частоты 

воздействующего излучения и частоты перехода. Экспериментально эту проблему ре-

шают методом так называемой двухфотонной бездоплеровской спектроскопии. Схема-

тически такой способ спектроскопии представлен на рис.14.6. Фотоны поглощаются 

атомом среды из двух пучков, распространяющихся навстречу друг другу
27

.  

                                                 
25

 H. Bethe (1906 - 2005) – физик – теоретик, Нобелевская премия (1967) «За вклад в теорию ядерных реак-

ций и особенно за открытие цикла термоядерных реакций, являющихся источником энергии звезд» 
26

 T. Hancsh (р. 1941) – немецкий физик – экспериментатор, Нобелевская премия (2005) «За развитие пре-

цизионной лазерной спектроскопии, включая технологию оптически-частотных гребенок». 
27

  Организовать такую схему экспериментально очень легко. Достаточно направить лазерный пучок на 

зеркало и наблюдать эффект поглощения в падающем и отраженном пучках. 
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В результате с точностью до ре-

лятивистских эффектов проис-

ходит компенсация эффекта До-

плера. Действительно, с учетом 

эффекта Доплера закон сохране-

ния энергии для атома, движу-

щегося со скоростью v  под уг-

лом   к оси, вдоль которой рас-

пространяются навстречу друг 

другу лазерные пучки частоты 

 , записывается в виде 

   ss EE
c

v

c

v
122)cos1()cos1(   . 

Измерение частоты перехода 2121 21 ss   позволяет прямо измерить расстояние между 

уровнями. Однако, полученный результат завязан на точное значение постоянной Рид-

берга, входящей в выражение для длины волны (или частоты) перехода. Поэтому точное 

значение энергии перехода 2121 21 ss   определяется сопоставлением с длиной волны 

другого перехода, а именно длиной волны перехода H  линии. Действительно, в нере-

лятивистском приближении мы имеем 
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то есть   LH 4 . Положение всех подуровней, соответствующих 2n  и 4n  про-

мерено экспериментально с высокой степенью точности. Поэтому по отклонению от ра-

венства   LH 4  оказывается возможным точно измерить положение уровня 211s .  

 В экспериментах использовался лазер на красителях с длиной волны 4860  Å, 

а также на удвоенной частоте. Экспериментально измеренное значение сдвига s1  уровня 

составило 298161(exp)

1 sE  МГц, теоретические расчеты дают 08.043.8149(exp)

1 sE  

МГц. 

 В последние годы большой интерес вызывают эксперименты по измерению лэм-

бовского сдвига атомных уровней в тяжелых многозарядных ионах. Этот интерес обу-

словлен тем, в таких системах величина сдвига уже не мала (см. задачу 14.7), и для его 

расчета необходимы существенно более точные методы расчета квантовой электроди-

намики
28

, учитывающие высокие члены разложения по параметру Z , когда этот пара-

метр уже не является малым и оказывается порядка единицы, 1~Z . 

                                                 
28

 Современная теория взаимодействия атомно - молекулярных систем с электромагнитным полем (кван-

товая электродинамика) строится как ряд теории возмущений по параметру Z , который, как правило, 

является малым, что обеспечивает возможность при расчете эффектов ограничиться очень небольшим 

количеством членов ряда. 

 
Рис.14.6. Схема  двухфотонной бездоплеровской 

спектроскопии. 
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 Лэмбовский сдвиг в спектре водорода и размер протона. 

 Интерес к прецизионным расчётам и измерениям лэмбовского сдвига в атоме во-

дорода связан не только с возможностью проверки предсказаний квантовой электроди-

намики со все более высокой степенью точности, но и с возможностью определения по-

правок к положению энергетических уровней, не связанных непосредственно со взаимо-

действием атомного электрона с электромагнитным вакуумом. В частности, помимо 

лэмбовского сдвига и сверхтонкой структуры, в положение основного состояния атома 

водорода вносит вклад неточечность протона. Эта поправка была нами определена в 

Главе 9 (см. выражение (9.32)) и для 2s состояния атома водорода составляет  

    Ry
a

r
E

p

s 2

0

2

2
6

1
 ,               (14.62) 

где rdrr
e

rp

322
)(

1
   определяется плотностью распределения заряда в протоне по ра-

диусу )(r . Для современного экспериментального значения радиуса протона 

87.0
2
 pp rr  Ф (1 Ф (Ферми)= 10

-13
 см)  величина сдвига уровня 2s составляет 0.146 

МГц и почти на четыре порядка меньше величины лэмбовского сдвига уровня. Однако, 

достигнутая в настоящее время точность ~2 кГц позволяет в принципе определить ради-

ус протона с погрешностью 0.01 Ф. Такая точность почти в два раза лучше, точность оп-

ределения радиуса протона в экспериментах по упругому электрон – протонному рас-

сеянию. 

 С другой стороны, для современной теории сильных взаимодействий (квантовой 

хромодинамики) точный расчет структуры протона и, в том числе, его радиуса, является 

такой же фундаментальной проблемой, как и задача о строении атома водорода для не-

релятивистской квантовой теории. Поэтому прецизионные измерения радиуса протона 

методами современной атомной физики проверить предсказания квантовой хромодина-

мики. 

 Мы уже говорили о том (см. Глава 2), что помимо обычного атома водорода, су-

ществует и его мюонный аналог, в котором вместо электрона по орбите «вращается» 

мюон, отрицательно заряженная частица, по своим свойствам очень похожая на элек-

трон, но обладающая массой в 207 раз больше электронной. Из-за разницы в массе мюон 

«обращается» приблизительно в 200 раз ближе к протону, и изменение положения его 

энергетических уровней намного сильнее зависят от структуры протона. Измерив 

лэмбовский сдвиг уровней мюонного атома водорода, можно независимо определить и 

размеры протона. Такие эксперименты впервые были выполнены в 2010 году
29

. Оказа-

лось, что «мюонные» эксперименты привели к значению 84.0pr  Ф, что примерно на 4 

процента меньше результата, полученного традиционными «немюонными» методами. 

При этом полученная разница значительно выше погрешностей эксперимента. В чем 

причина обнаруженных отличий и каков «истинный» размер протона в настоящее время 

неясно. 

                                                 
29

 Nature 466, p. 213–216 ( 2010) 

 

http://www.popmech.ru/go.php?url=http%3A%2F%2Fru.wikipedia.org%2Fwiki%2F%25D0%259B%25D1%258D%25D0%25BC%25D0%25B1%25D0%25BE%25D0%25B2%25D1%2581%25D0%25BA%25D0%25B8%25D0%25B9_%25D1%2581%25D0%25B4%25D0%25B2%25D0%25B8%25D0%25B3
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 Аномальный магнитный момент электрона. 

Остановимся на еще одном эффекте, обусловленным взаимодействием квантовой 

системы с окружающим ее электромагнитным вакуумом. Речь идет о так называемом 

аномальном магнитном моменте электрона. Ранее мы говорили, что (Глава 8), что маг-

нитный момент, связанный со спиновым движением электрона, равен магнетону Бора, 

то есть гиромагнитное отношение (или g - фактор) для спинового движения ровно в два 

раза больше, чем для орбитального движения. С теоретической точки зрения этот ре-

зультат является прямым следствием релятивистского уравнения Дирака, описывающего 

частицы со спином 21 . Однако, расчеты показывают, что если учесть взаимодействие 

электрона с окружающим его электромагнитным вакуумом, то g - фактор электрона ока-

зывается несколько больше двух. Возникает так называемый аномальный магнитный 

момент электрона. В соответствии с современными расчетами величина магнитного мо-

мента электрона равна 

  BBtheor 

















 360011596522.1...32848.0

2
1

2

2

,            (14.62) 

где ( B  - магнетон Бора,   - постоянная тонкой структуры). Экспериментально отличие 

g -фактора для электрона от двойки было обнаружено И. Раби
30

 в 1947 году при измере-

ния интервалов сверхтонкой структуры уровней энергии водорода и дейтерия. Получен-

ное в настоящее время экспериментальное значение есть  

B 8690011596521.1exp . 

 

 Эффект Казимира. 

 Рассмотрим еще один физический эффект, предсказанный в Х. Казимиром
31

 в 

1948 году, и доказывающий реальность существования электромагнитного вакуума и его 

взаимодействия, в том числе, с макроскопическими объектами. Суть этого эффекта за-

ключается во взаимном притяжении проводящих незаряженных тел, возникающих за 

счет наличию электромагнитного вакуума. Чтобы на качественном уровне понять при-

чину возникновения эффекта, рассмотрим две параллельных незаряженных идеально 

проводящих пластины большой площади S , расположенных на близком расстоянии L  

( SL  ). Ранее мы видели, что плотность числа полевых мод определяется объемом 

рассматриваемой системы. С уменьшением объема плотность числа полевых мод 

уменьшается. В результате с уменьшением расстояния между проводящими пластинами 

число полевых мод в объеме между ними уменьшается, то есть плотность энергии поля в 

объеме между платинами убывает, что и приводит к возникновению силы притяжения. 

Численный расчет показывает, что сила притяжения между незаряженными проводящи-

ми пластинами определяется выражением 

                                                 
30

 I. Rabi (1898 – 1988) – американский физик, лауреат Нобелевской премии по физике (1944) «За резо-

нансный метод измерений магнитных свойств атомных ядер» 
31

 H. Casimir (1909 - 2000) – нидерландский физик. 

http://www.femto.com.ua/articles/part_2/3542.html
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D1%84%D1%84%D0%B5%D0%BA%D1%82
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%B8%D1%82%D1%8F%D0%B6%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B5%D0%BB%D0%BE_(%D1%84%D0%B8%D0%B7%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B0%D0%BA%D1%83%D1%83%D0%BC
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D0%B0%D1%80%D0%B0%D0%BB%D0%BB%D0%B5%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8C
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D0%BE%D0%B1%D0%B5%D0%BB%D0%B5%D0%B2%D1%81%D0%BA%D0%B0%D1%8F_%D0%BF%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B8%D1%8F_%D0%BF%D0%BE_%D1%84%D0%B8%D0%B7%D0%B8%D0%BA%D0%B5
http://ru.wikipedia.org/wiki/1944
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D0%B3%D0%BD%D0%B8%D1%82%D0%BD%D0%BE%D0%B5_%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D0%B5
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D1%82%D0%BE%D0%BC%D0%BD%D0%BE%D0%B5_%D1%8F%D0%B4%D1%80%D0%BE
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Например, для единичной площади 1S  см
2
 и расстояния 1L  мкм имеем 

2103.1 CF  дин. Это макроскопическая величина. На расстояниях порядка 10
-6

 см 

(сотни размеров типичных атома) давление, создаваемое силами Казимира, оказывается 

сравнимым с атмосферным. 

Казимировские силы между двумя параллельными металлическими пластинами 

впервые были измерены в 1958 году. Проведенные эксперименты дали качественное 

подтверждение теоретиче-

ского результата (14.63) 

для силы притяжения. Пла-

стины в данной работе из-

готавливались из хрома и 

размещались на расстоянии 

25.0 L  мкм друг от 

друга. За счет действия сил 

Казимира растягивалась 

уравновешивающая их 

пружина, в результате чего 

изменялась емкость кон-

денсатора С (см. схему 

эксперимента на рис. 14.7). 

Измерение емкости С, в свою очередь, позволяло определять силы притяжения F между 

пластинами начиная со значений ~ 10
–4

 дн. Эксперименты по измерению сил Казимира с 

тер пор неоднократно повторялись, для объектов различной формы, в том числе диэлек-

трических. В настоящее время наличие эффекта можно считать надежно эксперимен-

тально установленным и находящимся в количественном согласии с предсказаниями 

квантовой теории. 

Помимо рассмотренного нами эффекта Казимира (иногда его еще называют ста-

ционарным эффектом Казимира) существует и динамический (нестационарный) эффект 

Казимира, предсказанный в 1970 году 

американским физиком Дж.Муром. 

Им было рассмотрено состояние по-

левых мод, изначально находящихся 

в вакуумном состоянии, в полости, 

ограниченной двумя сближающимися 

или расходящимися плоскопарал-

лельными зеркалами, и показано, что 

в такой ситуации будет происходить 

рождение фотонов из вакуума. Одна-

ко, для генерации фотонов в сколь-

нибудь заметных количествах зеркала 

должны иметь релятивистскую ско-

рость. Экспериментально динамиче-

 
Рис.14.7. Схема установки по наблюдению эффекта Казимира. 

 
Рис.14.8. Схема опыта по наблюдению динамиче-

ского эффекта Казимира. 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D1%82%D0%BE%D0%BC
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ский эффект Казимира был обнаружен в 2011 году шведским ученым К. Уилсоном вме-

сте с коллегами из Австралии и Японии. Схема их экспериментальной установки приве-

дена ни рис. 14.8. Рождение фотонов из вакуума происходило около волновода из алю-

миния, подключенного к сверхпроводящему квантовому интерферометру (СКВИД
32

). 

Экспериментаторы изменяли индуктивность контура интерферометра, пропуская через 

него магнитный поток, осциллирующий с частотой порядка 11 ГГц. Колебания индук-

тивности сказывались на электрической длине волновода, которая осциллировала с ре-

лятивистской скоростью (около четверти скорости распространения электромагнитных 

волн в волноводе). Волновод, как и ожидалось, излучал фотоны, «извлеченные из ва-

куума», спектр которых соответствовал теоретическим предсказаниям. 

Задачи. 

14.1. Показать, что состояние  2/)(exp
1

)( 2

4 acoh 


  полевой моды характери-

зуется пуассоновским распределением по числу квантов со средним значением 

22

ak  . 

14.2. В дипольном приближении определить вероятности спонтанных переходов меж-

ду стационарными состояниями частицы с зарядом e  в гармоническом потен-

циале.  

14.3. В дипольном приближении определить вероятности спонтанных переходов меж-

ду различными стационарными состояниями электрона в одномерной бесконечно 

глубокой прямоугольной потенциальной яме. 

14.4. Оценить время спонтанного перехода sp 12   в водородоподобном ионе с заря-

дом ядра Z . 

14.5. Оценить время спонтанного перехода между компонентами сверхтонкой струк-

туры основного состояния атома водорода. (Длина волны перехода 21  см). 

Данный переход является магнитно-дипольным, поэтому в выражении для веро-

ятности перехода вместо матричного элемента электрического дипольного мо-

мента стоит матричный элемент магнитного дипольного момента системы. 

14.6. Оценить амплитуду «дрожания» электрона на орбите, приводящую к лэмбовско-

му сдвигу атомных уровней, если известно, что разница энергий 2/12s  и 2/12p  со-

стояний в атоме водорода равна )3/(3  RyE . 

14.7. Оценить величину лэмбовского сдвига s1  и s2  состояний в водородоподобном 

ионе урана ( 92Z ). 

14.8.  Оценить характерное время жизни возбужденного атомного ядра относительно 

излучения  -кванта атомным ядром. Считать, что 1E  МэВ, и   - переход раз-

решен в электрическом дипольном приближении. 

14.9. В результате измерения длины резонатора частота некоторой полевой моды 

электромагнитного поля уменьшилась на 10 процентов. Определить среднее чис-

ло фотонов, появившихся в этой моде. Изменение длины резонатора считать 

мгновенным. 

 

                                                 
32

 SQUID – superconducting quantum interference device. 
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Глава 15. Переходы внутренних электронов в атомах. 

Характеристическое рентгеновское излучение. 

До сих пор мы рассматривали электромагнитные переходы, связанные с измене-

нием состояния внешних (валентных) электронов в атомах. Длина волны излучения для 

таких переходов лежит в оптическом диапазоне частот
1
. Остановимся теперь на перехо-

дах, связанных с изменением состояния внутренних атомных электронов. В этом случае 

возникает характеристическое рентгеновское излучение. Как мы увидим в дальнейшем, 

энергия таких квантов рентгеновского излучения может достигать 10
5
 эВ. 

В отличие от оптических спектров, которые являются индивидуальными для ка-

ждого конкретного элемента, рентгеновские спектры различных элементов похожи друг 

на друга. Это связано с тем, что изменение количества электронов во внешней атомной 

оболочке кардинальным образом сказывается на энергетическом спектре системы. В то 

же время внутренние атомные электроны находятся, прежде всего, в потенциале, созда-

ваемом атомным ядром, который лишь частично экранируется электронной оболочкой. 

Поэтому их энергия плавно меняется с изменением заряда ядра, однако качественных 

перестройки спектра не происходит.  

Тот факт, что электроны, находящиеся на внутренних атомных оболочках, «чув-

ствуют», прежде всего, кулоновский потенциал атомного ядра rZe2 , а учет межэлек-

тронного взаимодействия может быть сделан в рамках теории возмущений, означает 

возможность описания внутренних атомных электронов в одночастичном приближении, 

причем их волновые функции и положение энергетических уровней являются водородо-

подобными. Обычно для описания энергетического спектра внутренних атомных элек-

тронов используют приближение эффективного заряда: 

    2
2

2

2  neffn Z
n

Ry
Z

n

Ry
E  .    (15.1) 

Здесь n  и   - главное и орбитальное квантовые числа атомного электрона, находящего-

ся на внутренней оболочке, n  - постоянная экранирования. Например, для электрона, 

находящегося на K  - оболочке, 1~1s , что означает частичную экранировку поля ядра 

другим электроном, находящимся на K  - оболочке
2
. При переходе к оболочкам, соот-

ветствующим большим значениям главного квантового числа ( ML,  - оболочки) вели-

чина постоянной экранирования возрастает за счет увеличения числа внутренних элек-

тронов, причем тем сильнее, чем больше значение орбитального момента рассматривае-

мого электрона. Однако, для нас важно, чтобы было выполнено условие Zn   . 

                                                 
1
 Под оптическим диапазоном частот мы понимаем инфракрасную, видимую и ультрафиолетовую часть 

спектра излучения. Характерная величина кванта излучения в оптическом диапазоне составляет от долей 

электрон-вольта до нескольких электрон-вольт. 
2
 Заметим, что в тяжелых атомах при вычислении поправки n  более существенным является учет спин-

орбитального взаимодействия, чем электростатического взаимодействия атомных электронов. 
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Пусть каким-то образом был удален один из электронов, находящийся на K  - 

оболочке многоэлектронного атома
3
. Тогда оказываются возможными переходы на K  - 

оболочку с более высоких ML, ,… атомных оболочек. Так возникает K  - серия рентге-

новского излучения (см. рис.15.1). При этом номера линий в серии обозначают буквами 

греческого алфавита, например, переход с L - на K - оболочку формирует K  линию 

рентгеновского излучения, с M  на K - оболочку - K -линию, и так далее. Аналогич-

но, если была создана электронная вакансия на L  - оболочке атома, то переходы из рас-

положенных выше атомных оболочек образуют L  серию рентгеновского излучения. За-

тем идет M  - серия характеристического рентгеновского излучения (см. рис.15.1). Но-

мера линий в этих сериях также обозначают буквами греческого алфавита. Используя 

выражение (15.1) для энергии внутреннего электрона в атоме, мы можем легко найти 

общее выражение для частот квантов характеристического излучения, свойственных 

элементу с заданным зарядом ядра Z : 

   








 





2

2

2

2

2

1

2

1 )()(

n

Z

n

Z
Ry .    (15.2) 

Здесь 1  и 2  есть постоянные экранирования для нижнего и верхнего состояний, меж-

ду которыми совершается переход с испусканием рентгеновского кванта. Как мы уже 

отмечали, эти поправки достаточно 

малы по сравнению с зарядом ядра, 

поэтому часто оказывается удоб-

ным ввести эффективную постоян-

ную   сразу для обоих состояний. 

Тогда выражение (15.2) мы можем 

переписать в виде 













2

2

2

1

2 11
)(

nn
ZRy .   (15.3) 

В таком виде выражение для воз-

можных значений частот характе-

ристического рентгеновского излу-

чения фактически совпадает с 

обобщенной формулой Бальмера, 

определяющей спектральные зако-

номерности в атоме водорода и во-

дородоподобных ионах. 

 В выражении (15.3) случай 11 n , 22 n  соответствует K -серии рентгеновского 

излучения, аналогично 21 n , 32 n  - L -серии, 31 n , 42 n  - M -серии. В частности 

их (15.3) получаем, что энергия рентгеновского кванта K - линии есть 

                                                 
3
 Это можно достичь, воздействуя на атомы электронным пучком с энергией в несколько сотен килоэлек-

тронвольт, или облучая их рентгеновским или   - излучением с длиной волны, достаточной для удаления 

электрона из К – оболочки. 

 
Рис.15.1. Серии характеристического рентгеновского 

излучения. 
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    2)(
4

3
KK ZRy    

и с точностью до постоянной экранирования 1K  совпадает с выражением для энер-

гии кванта головной линии серии Лаймана в водородоподобном ионе. Аналогично, для 

L -линии рентгеновского излучения имеем 

    2)(
36

5
LL ZRy   . 

Численное значение постоянной экранирования L  может быть определено либо экспе-

риментально, либо из квантовомеханических расчетов электронной структуры много-

электронного атома. Мы можем лишь ожидать, что 92  L . Нижняя граница диапа-

зона определена из предположения, что в экранировку ядра вносят вклад только два 

электрона, находящихся на K -оболочке, а верхняя  граница соответствует предположе-

нию, что в экранировку вносят вклад все электроны K - и L -оболочек. 

 Тонкая структура рентгеновских линий. 

 До сих пор мы рассматривали структуру энергетических уровней внутренних 

атомных электронов без учета спин-орбитального взаимодействия. Рассмотрим теперь 

тонкую структуру рентгеновских спектров, возникающую вследствие спин-

орбитального взаимодействия. Как уже отмечалось, внутренние электроны взаимодейст-

вуют прежде всего с атомным ядром, в то время как в первом приближении межэлек-

тронным взаимодействием можно пренебречь. Тогда для анализа тонкой структуры 

можно использовать формулу Дирака, где вместо реального заряда ядра использовать 

некоторый эффективный заряд, учитывающий экранирующее действие других атомных 

электронов. Как и в атоме водорода, состояние внутреннего электрона в многоэлектрон-

ном атоме можно описать четырьмя квантовым числами jmjn ,,, . В отсутствие спин-

орбитального взаимодействия состояния с различными 21 j  оказываются вырож-

денными. Учет спин-орбитального взаимодействия приводит к снятию вырождения по 

квантовому числу j : В соответствии с формулой Дирака для величины расщепления 

уровня с заданными n  и   можно записать 

   
)1(

)(
3

4*2

21,21,



 




n

RyZ
EEE jnjnn ,   (15.4) 

где   - постоянная тонкой структуры, *  - постоянная экранирования уровня n  для 

тонкой структуры
4
. В соответствии с выражением (15.4) все состояния внутренних элек-

тронов (кроме s  состояний) оказываются расщеплены на два подуровня. Именно это 

расщепление и приводит к формированию тонкой структуры рентгеновских линий. На-

пример, все линии K  - серии рентгеновского излучения, возникающей в результате пе-

реходов snp 1 , являются дублетами. Например, тонкая структура K  линии есть две 

близко расположенных линии 1K  и 2K . 

                                                 
4
 Эту константу экранирования не следует путать с введенной ранее поправкой экранирования, опреде-

ляющей положение уровней внутренних электронов (см. выражение (15.2)). 
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 Закон Мозли. 

 Перепишем выражение (15.3) в 

следующем виде 

 )(~  Z , (15.5) 

т.е. корень из частоты излучения явля-

ется линейной функцией заряда атом-

ного ядра. Полученная зависимость бы-

ла впервые получена в 1913 году эмпи-

рическим путем Г. Мозли
5
 при анализе 

экспериментальных данных по длинам 

волн характеристического рентгенов-

ского излучения задолго до создания 

квантовой теории и носит название закона Мозли. На рис.15.2 приведена диаграмма 

Мозли - зависимость частот головных линий рентгеновских серий от порядкового номе-

ра элемента в таблице Менделеева (заряда атомного ядра). Как видно, эти зависимости с 

высокой степенью точности описываются законом (15.5). 

 Эффект Ожэ. 

 До сих пор мы обсуждали ситуацию, когда при переходе электрона с одной внут-

ренней атомной оболочки на другую выделившаяся энергия излучается в виде рентге-

новского кванта. Однако, возможна и другая ситуация. Эта энергия может быть переда-

на одному или нескольким электронам, находящимся на лежащих выше атомных обо-

лочках. В результате этот электрон 

(электроны) покидает атом, унося с со-

бой энергию, которая могла бы быть 

излучена при электромагнитном пере-

ходе. Такой способ дезактивации сис-

темы носит название эффекта Оже
6
, по 

имени ученого его обнаружившего 

экспериментально. Сами электроны, 

которые испускаются положительно 

заряженным ионом (или атомом) с ва-

кансией на одной из внутренних атом-

ных оболочек, называются ожэ-

электронами. При этом однократно за-

ряженный положительный ион стано-

вится двукратно заряженным. Схематически испускание кванта рентгеновского излуче-

ния и ожэ – электрона представлено на рис.15.3. Нетрудно видеть, что эффект Оже пред-

ставляет собой явление автоионизации иона с электронной вакансией на внутренней 

атомной оболочке. На практике испускание рентгеновского кванта и эффект Оже явля-

                                                 
5
 H. Moseley (1887 - 1915) – английский физик. 

6
 P. Auger (1899 - 1993) – французский физик. 

 
Рис.15.2. Диаграмма Мозли. 

 
Рис.15.3. Конкурирующие процессы: испускание 

рентгеновского кванта и Оже-электрона. 
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ются конкурирующими процессами дезактивации начального сильно возбужденного со-

стояния квантовой системы. Какой их этих процессов является более вероятным, заранее 

не очевидно. Количественный расчет вероятности Оже – эффекта и в более широком 

смысле процесса автоионизации является достаточно сложным и лежит за пределами 

наших квантовомеханических возможностей.  

Задачи. 

15.1. Длины волн K  - линий некоторых элементов равны 795.11   Å и 29.22   Å. 

Определите эти элементы. 

15.2. Оценить величину тонкого расщепления K  линии характеристического рентге-

новского излучения атома ртути ( 80Z ). 

15.3. Найти величину расщепления рентгеновского дублета 1K  и 2K  атомов молиб-

дена. Константа экранирования для тонкой структуры в L  - оболочке 5.3*  .  

15.4. Определить число компонент тонкой структуры головной линии L  - серии рент-

геновского излучения. 
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Глава 16. Основы квантовомеханической теории столк-

новений. 

 Общая постановка задачи. 

Рассмотренная в Главе 12 нестационарная теория возмущений дает возможность 

рассматривать, в частности, столкновения атомных частиц друг с другом и сформулиро-

вать некоторые общие положения квантовомеханической теории рассеяния. В данном 

разделе мы для простоты будем говорить о рассеянии электрона на некотором потенци-

альном центре. 

В классической теории столкновений вводится понятие дифференциального се-

чения рассеяния  dd 2)(  как 

отношения числа частиц dN , рас-

сеянных на потенциале на угол   

в элемент телесного угла 

 dd )sin(2 , к налетающему 

на рассеивающий центр потоку 

частиц J  (см. рис.16.1): 

J

dN
d  .  (16.1) 

В квантовой теории мы по-

ступим аналогичным образом. Бу-

дем считать, что из бесконечности 

на рассеивающий центр налетает 

поток частиц с энергией 

mpE ii 22 . Такой поток частиц задается функцией  

  







 )(exp),( tErp

i
trp iipi i






.    (16.2) 

В результате рассеяния
1
 (взаимодействия с потенциальным центром )(rV


) происходит 

переход из состояния ip


 в некоторое другое состояние 'p


. В этом смысле процесс 

рассеяния можно описать как переход 'ppi


  под действием оператора )(rV


, опи-

сывающего взаимодействие электрона с потенциальным центром. 

 Мы будем рассматривать взаимодействие )(rV


 как возмущение и воспользуемся 

развитой ранее нестационарной теорией возмущений. Следовательно, наша задача со-

стоит в том, чтобы проанализировать решение нестационарного уравнения Шредингера  

      ),()(ˆ),(
0 trrVH

t

tr
i




 



    (16.3) 

                                                 
1
 Мы предполагаем, что набольших расстояниях от рассеивающего центра его потенциал достаточно бы-

стро спадает. 

 
Рис.16.1. К понятию дифференциального сечения рас-

сеяния частиц на потенциале конечного радиуса дейст-

вия a. 
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(здесь 2
2

0
2

ˆ 
m

H


 - оператор кинетической энергии) с начальным условием (16.2). 

Отметим, прежде всего, что использование теории возмущений предполагает малость 

энергии взаимодействия с рассеивающим центром по сравнению с кинетической энерги-

ей налетающих частиц mpEV 22 . Другими словами, мы ограничены случаем рас-

сеяния быстрых частиц.  

 Используя разложение функции ),( tr


  по собственным функциям невозмущен-

ного гамильтониана 0Ĥ  

      pdtrtCtr pp

3),()(),(


, 

из (16.3) получим 

     pdtrrVtCpdtrtCi pppp

33 ),()()(),()(
 .   (16.4) 

Умножим теперь (16.4) на комплексно сопряженную волновую функцию какого-либо 

состояния атомного состояния ),(* tr
fp


  и проинтегрируем по всей области определения 

функций. Тогда, используя условие ортогональности функций ),( trp


  

   )(2)(exp)(exp
33

ffff pptEE
i

rdrpp
i

pp


























  , (16.5) 

получим 

   
 



3

3

2
)(






pd
prVpC

dt

dC
i fp

p f

.    (16.6) 

Заметим, что по своему физическому содержанию система уравнений (16.6) аналогична 

системе уравнений (12.14), полученной нами при описании взаимодействия квантовой 

системы с полем электромагнитной волны.  

 Борновское приближение. 

 Будем решать систему (16.6) приближенно в рамках нестационарной теории воз-

мущений. Представим амплитуды вероятности pC  в виде ряда теории возмущений 

    ...)2()1()0(  pppp CCCC ,     (16.7) 

причем каждый последующий член ряда много меньше предыдущего. В нулевом поряд-

ке малости мы рассматриваем решение в отсутствие действия возмущения. Тогда, оче-

видно, 

      )(2)(
23)0(

ip pptC


  , 

где ip


 - импульс начального состояния системы. Подставляя (16.7) в (16.6) и удерживая 

члены только первого порядка малости, получим для случая if  : 

  
   

iffp

p
prVp

pd
prVpC

dt

dC
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)(
2

1

2
)(

233

3
)0(

)1(












  . 
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Выполняя интегрирование по времени, в первом порядке теории возмущений получаем 

   
  




t

ifp dtprVp
i

tC
f

)(
2

1
)(

23

)1( 


.    (16.8) 

Полученное выражение является решением поставленной задачи и определяет амплиту-

ду вероятности перехода из начального состояния ip  в конечное состояние fp  в ре-

зультате рассеяния на силовом центре )(rV


.  

 При изучении рассеяния наибольший интерес представляет значение амплитуды 

при t . В этом случае из (16.8) имеем 

   
)(

2

1
2)(exp

2

1
)(

2323

)1(

ifppifppp EEVidttEE
i

V
i
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ififf















 



 
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             (16.9) 

Здесь  

    







 rdrqirVrdrpp

i
rVV fipp if

33 exp)()(exp)(





            (16.10) 

- матричный элемент от потенциала, построенный на координатных частях волновых 

функций свободного электрона до и после рассеяния, а 


)( if ppq   - переданный 

импульс (в единицах постоянных Планка). Дельта – функция в выражении (16.9) выра-

жает закон сохранения энергии - переходы возможны 

только в такие состояния, для которых if EE  , или 

22

if pp  , т.е. модуль импульса в процессе рассеяния 

не изменяется. Такое рассеяние называют упругим. В 

рассматриваемом случае величина переданного им-

пульса зависит лишь от угла рассеяния   и может 

быть записана в виде (см. рис. 16.2) 

  ipkkq  ),2sin(2 . 

Для вычисления вероятности перехода в соответст-

вии с общими правилами квантовой механики надо 

найти квадрат модуля амплитуды (16.9). Однако, в 

этот момент возникает формальная «неприятность»: 

возникает квадрат дельта-функции, что обусловлено бесконечной длительностью про-

цесса взаимодействия. Эту формальную трудность обычно преодолевают следующим 

образом
2
  

 )(
22

1
)()0()()(

2/

2/

2

if

T

T

ififif EE
T

dtEEEEEE 





 



, 

где T  - очень большое, но конечное время взаимодействия. Тогда для плотности вероят-

ности перехода в единицу времени получаем 

                                                 
2
 А.С. Давыдов  Квантовая механика, М. Наука, (1973). 

 
Рис.16.2. Диаграмма импульсов 

при упругом рассеянии. 
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Из выражения (16.11) для вероятности рассеяния в интервал конечных значений им-

пульса fdp  и телесный угол d  получаем 
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или 
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Выражение (16.12) задает величину вероятности перехода в единицу времени. В теории 

столкновений процесс рассеяния принято описывать не вероятностью )(dW , а сечени-

ем процесса )(d . Для этого начальную волновую функцию перенормируем на еди-

ничную плотность потока вероятности  

   ),(),( tr
p

m
tr

ii p

i

p


 . 

Тогда, учитывая, что 2)( 222

iffif pdpppp  , получим 
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Выражение (16.13) описывает дифференциальное сечение рассеяния на потенциале 

)(rV


, полученное в первом порядке теории возмущений. В теории рассеяния такой под-

ход называют борновским приближением. Фактически, в борновском приближении 

дифференциальное сечение рассеяния определяется образом Фурье потенциала. 

 Выражение (16.13) может быть использовано для произвольного (в том числе, не-

центрального) потенциала. В частном случае, если потенциал обладает сферической 

симметрией, т.е. )()( rVrV 


, выражение (16.13) может быть упрощено. Выбирая ось z  

вдоль вектора q


, перепишем выражение для матричного элемента 
if ppV  в виде 
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а значит  
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.              (16.14) 

Интеграл в выражении (16.14) формально берется по всему бесконечном пространству, а 

реально по радиусу действия потенциала a . Если при этом выполнено условие 1qa  

(очевидно, речь идет о медленных электронах), то приближенно можно записать 
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то есть в области малых энергий рассеяние оказывается изотропным и не зависящим от 

энергии рассеиваемой частицы
3
. Наоборот, для быстрых частиц ( 1qa ) основной 

вклад в интеграл (16.14) вносит узкий конус углов api~ . Вне этого конуса углов 

под интегралом (16.14) стоит быстро осциллирующая функция qrsin , и интеграл оказы-

вается малым. 

 Интегрируя дифференциальное сечение рассеяния по углу, получаем полное се-

чение рассеяния  

   


 


d
d

d )(
. 

Во многих практических приложениях часто бывает нужно вычислять так называемое 

транспортное сечение рассеяния, определяемое как 

   


 


d
d

d
tr

)(
)cos1( . 

 Рассеяние на потенциале Юкавы. 

 В качестве примера использования полученных результатов рассмотрим рассея-

ние электронов на потенциале Юкавы
4
 

    )exp()(
2

r
r

e
rV  . 

В первом приближении это удачная аппроксимация потенциала, описывающего взаимо-

действие электрона с нейтральным атомом, параметр 1a  можно рассматривать как 

радиус действия потенциала. 

 Вычисляя матричный элемент  
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получим 

    
22

24
)(

q

e
qV




 .                (16.15) 

Для дифференциального сечения рассеяния имеем ( 0a  - боровский радиус): 
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Вид функции (16.16) для различных значений параметра ka  приведен на рис. 16.3 и на-

глядно иллюстрирует случаи рассеяния медленных быстрых частиц. 

                                                 
3
 При этом условия применимости борновского приближения должны быть выполнены. 

4
 H. Yukawa (1907 - 1981) – японский физик – теоретик, Нобелевская премия (1949) «За предсказание су-

ществования мезонов на основе теоретической работы по ядерным силам». 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D0%B7%D0%BE%D0%BD
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 В важном частном случае 

0  из (16.15) получаем 
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откуда 
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              (16.18) 

Последнее выражение дает диффе-

ренциальное сечение рассеяния в 

кулоновском поле rerV 2)(   и 

описывается формулой Резерфорда, 

полученной в классической теории 

столкновений. Мы получили, что 

для кулоновского рассеяния кван-

товая и классическая теории дают одинаковый результат для дифференциального сече-

ния рассеяния. При этом важно, что выражение (16.18) может быть получено в кванто-

вой теории точно, вне рамок борновского приближения. 

 Рассеяние электронов на атомах во внешнем электромагнитном 

поле. Вынужденный тормозной эффект. 

 В данном разделе мы рассмотрим процесс рассеяния электронов на атоме (потен-

циальном центре) в присутствии поля электромагнитной волны. Эта задача принципи-

ально важна во многих разделах физики. Мы увидим, что в результате такого рассеяния 

возникает возможность поглощения или испускания кванта поля.  

 Из классической электродинамики хорошо известно, что частица, двигаясь с ус-

корением, излучает. Поэтому при рассеянии электронов на атомах возникает так назы-

ваемое тормозное излучение. Если такое рассеяние происходит во внешнем электромаг-

нитном поле, то процесс излучения может стать вынужденным. Кроме того, оказывается 

возможным и поглощение энергии внешнего поля волны (так называемый обратный 

тормозной эффект). В дальнейшем оба упомянутых процесса - вынужденное тормозное 

испускание и обратный тормозной эффект мы будем называть вынужденным тормозным 

эффектом (ВТЭ). Наша задача в данном разделе – построить квантовомеханическую 

теорию ВТЭ.  

 Как и раньше, будем считать, что электрон рассеивается на некотором потенциа-

ле )(rV


, который мы будем рассматривать как возмущение. Будем также считать, что 

воздействие поля электромагнитной волны на электрон можно описать в электрическом 

дипольном приближении. В данном разделе нам будет удобнее воспользоваться pA  -

калибровкой для описания взаимодействия квантовой системы с внешним электромаг-

нитным полем (см. Приложение 8). Считая поле достаточно слабым, оператор взаимо-

действия представим в виде  

 
Рис.16.3. Угловая зависимость дифференциального 

сечения рассеяния на потенциале Юкавы. 
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   ))(,ˆ(),(ˆ tAp
mc

e
trW


 , 

где p̂


 - оператор импульса, )(tA


 - векторный потенциал поля электромагнитной волны
5
. 

Мы не будем учитывать квадратичную по векторному потенциалу добавку к оператору 

взаимодействия, которая в рассматриваемом ниже случае несущественна. В дальнейшем 

мы полагаем )sin()( 0 tAtA 


.  

 Уравнение для эволюции электрона запишем в виде: 

     ),(,(ˆ)(ˆ),(
0 trtrWrVH

t

tr
i




 



,              (16.18) 

где, как и раньше 2
2

0
2

ˆ 
m

H


 - оператор кинетической энергии). Начальное условие 

запишем в виде (16.2). Раскладывая решение задачи (16.18) по собственным функциям 

невозмущенного гамильтониана 0Ĥ  

      pdtrtCtr pp

3),()(),(


, 

получим систему уравнений для коэффициентов разложения )(tC p  в следующем виде: 

   
 



3

3

2
),(ˆ)(






pd
ptrWrVpC

dt

dC
i fp

p f

.             (16.19) 

Легко видеть, что в первом порядке теории возмущений, рассматриваемые нами как ма-

лые поправки, )(rV


 и ),(ˆ trW


 изменяют состояние электрона независимо друг от друга. 

При этом рассматриваемое как возмущение )(rV


 описывает процесс рассеяния, а сла-

гаемое ),(ˆ trW


 позволит описать воздействие поля волны на свободный электрон. Оче-

видно, влияние электрического поля волны на процесс рассеяния можно получить лишь 

во втором порядке теории возмущений. Используя результаты, полученные в Главе 13, 

для амплитуды вероятности перехода в некоторое конечное состояние во втором поряд-

ке теории возмущений можно записать: 

   
 



3

3
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)2(

2
),(ˆ)()(


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
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ptrWrVptC

dt

dC
i fp

p f

,            (16.20) 

где амплитуда )()1( tC p  есть (см. выражение (16.8)) 
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.             (16.21) 

Подставляя (16.21) в (16.20) и выполняя интегрирование по времени, получим 
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                      (16.22) 

                                                 
5
 Зависимость векторного потенциала только от времени обеспечивает применимость дипольного при-

ближения. 
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Здесь введены следующие обозначения 
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При записи (16.22) учитывались только слагаемые, соответствующие воздействию на 

квантовую систему сразу двух возмущений )(rV


 и ),(ˆ trW


; вторые порядки, соответст-

вующие только упругому рассеянию и воздействию поля на свободный электрон опу-

щены. Также следует иметь в виду, в (16.22) записаны только слагаемые, соответствую-

щие временному множителю )exp( ti , входящему в зависимость векторного потен-

циала от времени. По аналогии с записанным выражением легко записать еще два сла-

гаемых, соответствующих множителю )exp( ti . Как будет видно из дальнейшего, запи-

санные слагаемые описывают процесс поглощения кванта поля при рассеянии электрона 

на атоме, а опущенные нами – процесс испускания. 

 Вычисление интеграла по импульсам в (16.22) с учетом (16.24) проводится эле-

ментарно: 
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Поскольку входящий в полученное выражение интеграл дает дельта-функцию, соответ-

ствующую закону сохранения энергии  if EE , и учитывая, что амплитуда элек-

трического поля волны cA00


 , перепишем (16.25) в виде: 
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Таким образом, полученное выражение задает амплитуду вероятности перехода 

fi pp


  при рассеянии электрона на потенциальном центре в присутствии поля 

электромагнитной волны с поглощением кванта  . Повторяя рассмотренную ранее 

процедуру перехода от вероятности перехода fi pp


  к сечению дифференциально-

го рассеяния, получим 
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где  mpp if 222
, при этом «плюс» («минус») соответствуют процессам поглощения 

(испускания) кванта поля.  

 Выражение (16.27) есть общее выражение для сечения однофотонного вынуж-

денного тормозного эффекта, полученное в низших порядках теории возмущений по 
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рассеивающему потенциалу и по взаимодействию с полем электромагнитной волны. По-

следний сомножитель в (16.27) по своей структуре полностью эквивалентен (16.13) и 

потому иногда интерпретируется как дифференциальное сечение упругого рассеяния. 

Тогда величина  

      22
if ppNw   

(здесь 
2

0 )(










m

ppe
N

if

pp if


 - так называемый параметр многоквантовости) может быть 

интерпретирована, как вероятность поглощения (испускания) кванта при рассеянии. В 

этом смысле говорят, что сечение ВТЭ факторизуется 

на сечение упругого рассеяния и сомножитель, опреде-

ляющий вероятность поглощения (испускания) кванта. 

При этом, как и следовало ожидать, в первом порядке 

теории возмущений по взаимодействию с полем волны 

величина этой вероятности оказалась пропорциональ-

ной квадрату поля, т.е. интенсивности излучения.  

 Заметим, что параметр многоквантовости зави-

сит, в том числе, и от угла рассеяния. При рассеянии 

назад (на углы близкие к  ) параметр многоквантово-

сти больше, чем при рассеянии на малые углы. Это оз-

начает, что вероятность поглощения кванта поля зави-

сит от угла рассеяния и достигает максимума в случае 

 . 

 Отметим, что хотя последний сомножитель в 

(16.27) и выглядит как дифференциальное сечение упругого рассеяния, он на самом деле 

не является таковым. Действительно, для случая упругого рассеяния величина передан-

ного импульса q  определяется выражением (см. рис.16.4) 

  )2sin(2)cos1(2cos2 222  iiifif ppppppq ,             (16.28) 

где   - угол рассеяния. В случае рассеяния с поглощением кванта поля имеем  

   cos21)1(2cos2 22222

iiiifif pmpmpppppq  ,     (16.29) 

что не совпадает угловой зависимостью (16.28). В случае мягких фотонов 

( mpi 22 ) выражение (16.29) представимо в виде 
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Сопоставление (16.28) и (16.30) показывает, что в случае мягких фотонов сечения одно-

фотонного ВТЭ действительно выражается через сечение упругого рассеяния 
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Рис.16.4. Диаграмма импульсов 

при рассеяния электрона на по-

тенциале с поглощением кванта 

поля. 
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причем сечение упругого рассеяния должно быть взято в точке 2 iE . 

 Естественно ожидать, что в высших порядках теории возмущений по взаимодей-

ствию с полем волны возникнут процессы многофотонного поглощения (испускания) 

квантов поля. Такой процесс многофотонного ВТЭ за рамками теории возмущений по 

взаимодействию электрона с полем электромагнитной волны был впервые рассмотрен 

Ф.В. Бункиным
6
 и М.В. Федоровым

7
 в 1965 году. При этом оказалось, что введенный 

выше параметр многоквантовости является параметром, который определяет область 

применимости теории возмущений. В случае, если 1
if ppN  вероятности многофотон-

ных процессов малы и доминируют процессы однофотонного поглощения (испускания).  

Задачи. 

16.1. Найти выражение для дифференциального сечения рассеяния во втором порядке 

теории возмущений. 

16.2. Определить полное сечение рассеяния на потенциале Юкавы. 

16.3. Электрон с энергией 10 эВ рассеивается на атоме в присутствии поля излучения 

СО2 лазера ( 12.0  эВ) с интенсивностью 10
9
 Вт/см

2
. Определить вероятность 

поглощения кванта поля при рассеянии на малые углы и на углы, близкие к  . 

 

                                                 
6
 Ф. В. Бункин (р.1929) – советский и российский физик.  

7
 М. В. Федоров (р.1940) – советский и российский физик – теоретик. 
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Глава 17. Атом в магнитном поле. 

При рассмотрении опытов Штерна и Герлаха (см. Глава 8) мы уже останавлива-

лись на изучении свойств атома, помещенного во внешнее магнитное поле. Однако, мы 

не принимали во внимание наличие у атомного электрона спинового механического и 

связанного с ним магнитного моментов. Поэтому в данном разделе мы рассмотрим бо-

лее общий подход к определению спектра атома во внешнем магнитном поле.  

Будем считать, что электростатическое взаимодействие атомных электронов су-

щественно превышает энергию спин-орбитального взаимодействия в атоме. В таком 

случае можно использовать приближение LS  - связи, то есть ввести понятие атомного 

терма – совокупности состояний с точно определенными значениями суммарного орби-

тального и спинового моментов электронной оболочки атома. Спин - орбитальное взаи-

модействие  

    )
ˆˆ

(ˆ SLAVLS


  

приводит к появлению тонкой структуры терма - расщепляет его на группу состояний, 

количество которых определяется числом возможных значений квантового числа J  

суммарного механического момента. Энергия тонкого расщепления определяется кон-

стантой связи A  и может быть оценена как величина Ry2~  . С другой стороны, при 

помещении атома во внешнее магнитное поле с напряженностью   атом приобретает 

дополнительную энергию B~ . В зависимости от величины магнитного поля эта до-

полнительная энергия может быть как больше, так и меньше энергии тонкого расщепле-

ния. В зависимости от того, какая из двух этих энергий больше, картина расщепления 

атомных уровней в магнитном поле будет различной. Введем понятие критической на-

пряженности магнитного поля, определяемой из соотношения  

   RyVLSB

2* ~   .      (17.1) 

Поля, для которых напряженность магнитного поля превышает критическое значение, 

будем называть сильными, в противоположном случае будем говорить, что электриче-

ское поле является слабым. Оценим численное значение критической напряженности 

магнитного поля. Из (17.1) имеем 

    
B

Ry






2
* . 

Это же выражение можно переписать и иначе: 3

0

* aB . Учитывая, что 0~ eaB  , 

получим еще одну удобную оценку для критической напряженности: 

    at *        (17.2) 

( 2

0aeat   - атомная напряженность электрического поля), то есть критическая напря-

женность магнитного поля примерно в сто раз меньше атомного значения. Поскольку 

значение атомной напряженности электрического поля есть 9105   В/см, то есть 
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7107.1   абс. ед. CGSE, то из (17.2) находим 5* 10  Э. Полученная оценка для кри-

тической напряженности достаточно условна, поскольку реальное значение величины 

тонкого расщепления может значительно (вплоть до нескольких порядков) отличаться 

использованного в (17.1). Действительно, в соответствии с теорией Дирака для атома 

водорода 

    
)1(

1
~

3 n
VLS ,      (17.3) 

то есть энергия тонкого расщепления быстро убывает с возрастанием значения главного 

и орбитального квантового чисел. На качественном уровне такая зависимость справед-

лива и для других атомов. Поэтому может оказаться, что для конкретной ситуации (атом 

находится в сильно возбужденном состоянии) значение критической напряженности 

может быть на несколько порядков меньше приведенного выше значения. Наоборот, в 

случае положительно заряженных ионов (особенно многозарядных) величина критиче-

ской напряженности существенно возрастает. 

 Остановимся теперь на расчете энергетического спектра атома в случае, если он 

находится во внешнем сильном или слабом магнитном поле. Полный гамильтониан сис-

темы мы можем записать в виде 

    MLS VVHH ˆˆˆˆ
0  ,      (17.4) 

где атомный гамильтониан 0Ĥ  учитывает, в том числе, энергию электростатического 

взаимодействия электронов, LSV̂  - энергия спин – орбитального взаимодействия, а MV̂  - 

энергия взаимодействия с внешним магнитным полем. 

Рассмотрим сначала случай сильного магнитного поля. Поскольку LSM VV ˆˆ  , в 

гамильтониане (17.4) мы не будем учитывать спин – орбитальное взаимодействие в ато-

ме. Тогда в отсутствие внешнего магнитного поля стационарные состояния атомного га-

мильтониана 0Ĥ  мы будем рассматривать в базисе функций SLSMLM . Учет внешнего 

магнитного поля мы проведем по теории возмущений
1
. Запишем энергию взаимодейст-

вия атома с внешним магнитным полем MV  в виде 

      


,SLMV  .    (17.5) 

Здесь  

LBL


 ,        SBS


 2   

- магнитные моменты, связанные с орбитальным и спиновым движением механическими 

моментами
2
. Выбирая направление оси z  вдоль направления магнитного поля  , и пе-

реходя от физических величин к операторам, получим выражение для оператора взаи-

модействия атома с магнитным полем 

                                                 
1
 Это означает, что наше «сильное» магнитное поле является слабым в том смысле, что характерная энер-

гия  взаимодействия атома с этим полем BMV   мала по сравнению с энергией кулоновского межэ-

лектронного взаимодействия в атоме, т.е. мала по сравнению с разностью энергий различных термов, при-

надлежащих одной и той же электронной конфигурации. 
2
 Здесь и далее величины орбитального и спинового моментов электронной оболочки атома измеряются в 

единицах постоянной Планка. 
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    )ˆ2ˆ(ˆ
zzBM SLV   .             (17.6) 

Тогда для поправки к энергии терма, получаем 

    .2ˆ
SLBSLMSL MMSMLMVSMLME             (17.7) 

Таким образом, атомный терм LS 12   в присутствии сильного магнитного поля расщепля-

ется по энергии, причем число компонент определяется числом возможных значений 

суммы SL MM 2 . В общем случае, казалось бы, это число определяется количеством 

возможных комбинаций квантовых чисел LM  и SM , и может быть определено как 

)12)(12(  SL . Однако, следует учитывать, что среди всех возможных таких комбина-

ций могут быть такие, которые приводят к повторяющимся значениям суммы 

SL MM 2 . 

 В качестве примера рассмотрим расщепление уровня p2  атома водорода в силь-

ном магнитном поле. В рассматриваемом случае имеем 1,0 m , 21sm . Поэтому 

для числа компонент расщепления получим (см. рис.17.1) 

    2,1,02  smm , 

то есть уровень p2  расщепля-

ется на пять компонент. Отме-

тим еще раз, напряженность 

магнитного поля   должна 

быть такой, чтобы величина 

расщепления между соседни-

ми компонентами B  была 

заметно больше тонкого рас-

щепления, которое для p2  уровня в атоме водорода составляет 162Ry . 

 Перейдем теперь к анализу расщепления атомного уровня в слабом магнитном 

поле. В этом случае энергия взаимодействия с внешним магнитным полем существенно 

меньше энергии спин-орбитального взаимодействия. Поэтому в гамильтониане (17.4) 

мы обязаны учесть все слагаемые, причем, как и раньше, величину MV̂  мы будем рас-

сматривать как малое возмущение, а в качестве волновых функций невозмущенного га-

мильтониана следует использовать собственные состояния оператора LSVH ˆˆ
0  . Ранее 

(см. Главы 9,11) мы видели, что такими функциями являются JLSJM . Напомним, что в 

этих состояниях значения проекций орбитального и спинового моментов не имеют точ-

но определенного значения.  

 Существенной особенностью рассматриваемого случая (см. рис.17.2) является то, 

что вследствие различных значений гиромагнитных отношений для орбитального и спи-

нового движения вектор суммарного магнитного момента атома  

         SLJ 


 

не коллинеарен вектору полного механического момента  

 
Рис.17.1. Расщепление p2 уровня атома водорода 

в сильном магнитном поле. 
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          SLJ


 .  

В такой ситуации для определения 

вида оператора взаимодействия ато-

ма с внешним магнитным полем 

воспользуемся следующими сообра-

жениями. Спин – орбитальное взаи-

модействие связывает два вектора L


 

и S


 в вектор полного момента J


, 

причем вектора L


 и S


 прецессиру-

ют вокруг направления, задаваемого 

вектором J


, подобно тому как два 

связанных гироскопа прецессируют 

вокруг направления вектора их сум-

марного момента количества движения. В результате вектора орбитального и спинового 

магнитного моментов L


 и S


 также прецессируют вокруг направления вектора J


. Это 

приводит к прецессии вектора J


 относительно вектора J


. Частота этой прецессии мо-

жет быть оценена как  

atLS RyV  22 ~~  . 

Характерное значение этой частоты лежит в радиочастотном диапазоне и составляет ве-

личину порядка 10
13

 с
-1

. Это означает, что при воздействии на атом статического (или 

плавно изменяющегося во времени) магнитного поля с ним будет взаимодействовать ус-

редненный по времени атомный магнитный момент. Нетрудно видеть (см. рис.17.2), что 

этим моментом
3
 является проекция вектора J


 на направление вектора J


. Для величи-

ны этой проекции запишем следующее выражение 

     Jg Beff


 ,                 (17.8) 

где множитель g  определяет так называемый атомный g -фактор. Выражение (17.8) 

фактически можно рассматривать, как определение атомного g -фактора. Наша задача 

теперь – найти явное выражение для g -фактора. Исходя из определения эффективного 

магнитного момента атома, запишем 

    
   

22

11

J

J

J

J
g J

B

eff

B
















 .                (17.9) 

Вспоминая, что  

   )()2( SJSL BBSLJ


 , 

перепишем (17.9) в виде 

    
   

22
1

,

J

JS

J

JSJ
g 










 .               (17.10) 

                                                 
3
 Этот момент мы будем называть эффективным магнитным моментом атома. 

 
Рис.17.2. Ориентация векторов механического и  

магнитного моментов электронной оболочки атома. 
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Поскольку 

       222

2

1
LSJJS


 , 

из (17.10) получим 

    
2

222

2
1

J

LSJ
g 




                 (17.11) 

Теперь, выбирая ось z  вдоль направления поля 


, мы можем записать оператор взаи-

модействия атома с внешним магнитным полем: 

      zBeffM JgV ˆˆˆ  


.               

Вычисление матричного элемента оператора MV̂  в базисе волновых функций JLSJM  

дает поправку к энергии состояния J

S L12  : 

    JBJMJ MgLSJMVLSJME   ˆ ,             (17.12) 

где  

    
)1(2

)1()1()1(
1






JJ

LLSSJJ
g              (17.13) 

- атомный g -фактор (фактор Ланде). Как видно, в слабом магнитном поле состояние 

J

S L12   расщепляется по энергии на 12 J  компоненту по числу возможных значений 

квантового числа JM , определяющего значение z - проекции полного механического 

момента электронной оболочки атома. 

 Заметим, что если мы рассматриваем синглетное состояние ( 0S ), то LJ  , и 

из (17.13) находим 1g , что соответствует гиромагнитному отношению для орбиталь-

ного движения электрона в атоме. Аналогично, для S  - термов ( 0L ) из (17.13) полу-

чаем 2g , что соответствует спиновому гиромагнитному отношению. В общем случае 

g -фактор есть некоторое число, которое определяет связь между эффективным магнит-

ным и механическим моментами электронной оболочки атома и фактически определяет-

ся углом между векторами магнитного и механического моментов совокупности атом-

ных электронов (см. рис.17.2). Важно отметить, что g -фактор может принимать различ-

ные значения; может оказаться, в частности, что 1g  и 2g . Наиболее удивительны-

ми выглядят ситуации, для которых 0g  или 0g . Последний случай
4
 представляет 

особый интерес в связи с тем, что атом в таком состоянии обладает нулевым эффектив-

ным магнитным моментом, несмотря на то, что имеет ненулевой механический момент.  

 Рассмотрим теперь несколько физических эффектов, обусловленных свойствами 

атомов в магнитном поле.  

                                                 
4
 В качестве примеров укажем атомные состояния с нулевым значением g-фактора: 21

4D , 1

5F . Нулевое 

значение g-фактора получается в результате того, что вектора магнитного и механического моментов ато-

ма оказываются перпендикулярны друг другу. 
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 Эффект Зеемана. 

 Мы уже говорили (см. Глава 1), что эффект Зеемана заключается в расщеплении 

линии излучения атома при помещении его во внешнее магнитное поле. В соответствии 

с классической электронной теорией Лоренца в магнитном поле происходит расщепле-

ние линии на три компоненты (см. рис.17.3), одна из которых характеризуется несме-

щенной частотой 0 , а две другие смещены на величину )2( mce  :  0 . 

Такая картина расщепления представляет собой нормальный (простой) эффект Зеемана 

и называется нормальным триплетом Лоренца. Значительно чаще, однако, наблюдается 

аномальный (сложный) эффект Зеемана, когда число компонент расщепления отлично 

от трех, либо равно трем, но величина расщепления не совпадает с предсказаниями 

классической теории. 

Рассмотрим теперь квантовомеханиче-

скую теорию эффекта. Будем считать магнитное 

поле слабым и рассмотрим электромагнитный 

переход
5
 между какой-нибудь парой состояний, 

характеризующихся квантовыми числами 

111 ,, JSL  и 222 ,, JSL  соответственно. Пусть 

энергии атомных состояний соответственно 

равны 01E  и 02E  ( 0102 EE  ). Тогда частота 

атомного перехода в отсутствие магнитного по-

ля есть )( 01020 EE  . При наличии маг-

нитного поля каждое из состояний расщепляется на 12 1 J  и 12 2 J  компонент, причем 

энергии соответствующих подуровней определяются как 

   BJMgEE 
11011 , BJMgEE 

22022 . 

Тогда для частоты перехода при наличии магнитного поля получаем 

    
12 120 JJ

B MgMg 






.               (17.14) 

Нетрудно видеть, что полное число компонент и величина расщепления определяются 

возможными значениями разности  
12 12 JJ MgMg  . Вычисление значений этой величи-

ны следует проводить с учетом правила отбора
6
 

    1,0
12

 JJJ MMM .               (17.15) 

Очевидно, что при 121  gg  общее выражение (17.14) дает нормальный эффект Зее-

мана. Действительно, в этом случае в соответствии с правилами (17.15) возникает всего 

три линии, причем, учитывая, что   B , получаем нормальный лоренцев триплет. 

                                                 
5
 Мы полагаем, что этот переход разрешен в электрическом дипольном приближении. 

6
 При этом следует помнить, что переход с 00

21
 JJ MM  является запрещенным, если одновре-

менно 0J , т.е. 21 JJ  . 

 
Рис.17.3. Нормальный триплет Лоренца. 
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Такой случай реализуется всякий раз при переходе между синглетными термами. И, на-

оборот, если мультиплетность термов не равна 

единице (то есть магнитный момент ато 

ма хотя бы частично связан со спиновым движени-

ем электрона) эффект Зеемана оказы 

вается аномальным. Отметим, что именно несов-

падение гиромагнитного отношения для орбиталь-

ного и спинового движения электрона делает воз-

можным существование аномального эффекта 

Зеемана. Если бы гиромагнитное отношение для 

спинового движения также было бы равно едини-

це, на любой атомной линии всегда возникало бы 

нормальное расщепление (триплет Лоренца), и для 

понимания эффекта Зеемана достаточно было бы 

классических представлений (см. Глава 1). На это 

обстоятельство указывает также тот факт, что вы-

ражение (17.14) фактически не содержит постоян-

ной Планка
7
. 

 В качестве примера расчета аномального 

эффекта Зеемана рассмотрим картину расщепле-

ния головной линии серии Лаймана в спектре ато-

марного водорода. В отсутствие внешнего магнит-

ного поля указанная линия имеет дублетную структуру 

     .12,12 21232121 spsp   

Наша задача теперь рассчитать структуру расщепления каждой из компонент дублета. В 

соответствии с полученными выше ре-

зультатами основное состояние 211s  

расщепляется в магнитном поле на две 

компоненты, состояния 212p  и 232p  

расщепляются соответственно на две и 

четыре компоненты
8
. Картина расщепле-

ния и разрешенные переходы между зее-

мановскими подуровнями приведены на 

рис.17.4. Как видно, линия 2121 12 sp   

расщепляется на четыре компоненты, а 

линия 2123 12 sp   - на шесть компонент. 

Общее число компонент оказывается 

равно десяти (см. рис.17.5). 

 

                                                 
7
 Это замечание будет не менее актуальным и при рассмотрении других магнитных свойств атомов, в ча-

стности явления электронного парамагнитного резонанса и опытов Штерна и Герлаха. 
8
 Факторы Ланде всех указанных состояний отличны от нуля. 

 

Рис.17.4. Эффект Зеемана на L  ли-

нии атома водорода. 

 
Рис.17.5 Спектральный состав головной линии 

серии Лаймана в слабом магнитном поле. 
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 Эффект Пашена и Бака. 

 В 1912 году Пашен и Бак
9
 при наблюдении эффекта Зеемана в сильном магнит-

ном поле обнаружили, что любая спектральная линия расщепляется на нормальный три-

плет Лоренца, т.е. всегда наблюдается нормальный эффект Зеемана. Это явление назы-

вается эффектом Пашена и Бака. Рассмотрим теперь причину этого явления. Мы видели, 

что в сильном магнитном поле, когда можно пренебречь спин – орбитальным взаимо-

действием в атоме, поправка к энергии атомного терма, записывается в виде (17.7). То-

гда, очевидно для частоты перехода в сильном магнитном поле мы можем записать: 

    SLB MM  20   .               (17.16) 

Поскольку согласно правилам отбора 1,0 LM , а 0SM , то из (16.16) получаем 

          00 , , 

то есть нормальный триплет Лоренца. 

 Чуть более подробно рассмот-

рим эффект Пашена и Бака на L  - 

линии атома водорода. Поскольку ве-

личина тонкого расщепления дублета 

23,212p  составляет 16/2Ry , то эф-

фект Пашена и Бака будет наблю-

даться в полях 

 4
2

* 10
16







B

Ry
  Э. 

Схема атомных уровней
10

 с учетом 

расщепления в сильном магнитном 

поле и возможные переходы пред-

ставлена на рис.17.6. Казалось бы, 

число компонент, на которые про-

изойдет расщепление линии sp 12  , 

равно шести. Однако, среди частот 

этих переходов есть попарно совпадающие между собой, так что общее число наблю-

даемых линий оказывается равно трем.  

 Постараемся теперь учесть наличие спин – орбитального взаимодействия в атоме, 

которое приведет к появлению тонкой структуры рассмотренного выше расщепления. 

Оператор спин – орбитального взаимодействия запишем в виде 

     )
ˆˆ

(ˆ SLAVLS


 . 

                                                 
9
 E. Back (1881 - 1959) –  немецкий физик-экспериментатор. 

10
 Отметим еще раз, что при наблюдении эффекта Зеемана в сильном магнитном поле величина тонкого 

расщепления пренебрежимо мала, поэтому в данном случае мы игнорируем дублетный характер L  ли-

нии.  

 
Рис.17.6. Эффект Пашена и Бака на головной линии  

серии Лаймана в водороде. 
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Тогда в базисе функций SLSMLM , являющихся собственными функциями атомного 

гамильтониана с учетом сильного магнитного поля, для дополнительной энергии, обу-

словленной спин – орбитальным взаимодействием, получим 

   SLSLLSSLLS MAMSMLMVSMLME  ˆ .             (17.17) 

Таким образом, с учетом тонкой структуры, расщепление атомного уровня в сильном 

магнитном поле определяется выражением 

     SLSLB MAMMME  2 .               (17.18) 

Например, для p2  состояния картина расщепления будет иметь вид, представленный на 

рис.17.7 (сравнить с рис.17.1). Как видно, для случая 1,1  SL MM  величина сдвига 

положительна и составляет 2AE  ; в случае 1,1  SL MM  (в отсутствие спин – 

орбитального взаимодействия эти подуровни образуют несмещенную компоненту) име-

ем 2AE  . 

 Что касается расщепления спектральной линии некоторого атома, то оно может 

быть рассчитано по формуле 

     SLSLB MMAMM  20   ,             (17.19) 

где, как и раньше 1,0 LM , а 0SM . Легко видеть, что в случае наблюдения эф-

фекта Пашена и Бака на L  линии водорода спин – орбитальное взаимодействие приво-

дит к полному 

снятию вырожде-

ния (см. задачу 

17.6). 

 Экспери-

ментальное на-

блюдение эффекта 

Зеемана на раз-

личных атомах в 

свое время сыграло важную в становлении квантовой теории, поскольку позволило не 

только качественно, но и количественно проверить справедливость ее предсказаний. 

Однако и в настоящее время прецизионные измерения зеемановского расщепления 

атомных линий представляют практический интерес. Этот интерес обусловлен возмож-

ностью более точной проверки предсказаний квантовой электродинамики. Действитель-

но, при обсуждении эффекта взаимодействия вакуумного электромагнитного поля с 

атомными системами (см. Глава 14) мы упоминали об аномальном магнитном моменте 

электрона. Точное измерение зеемановского расщепления может быть использовано для 

прецизионных измерений g -фактора и связанного с ним значения аномального магнит-

ного момента электрона. 

 Электронный парамагнитный резонанс. 

 Явление электронного парамагнитного резонанса (ЭПР) заключается в резонанс-

ном поглощении мощности сверхвысокочастотного (СВЧ) излучения определенной час- 

 
Рис.17.7. Расщепление p2 уровня атома водорода в сильном магнитном 

поле с учетом спин – орбитального взаимодействия. 
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тоты (обычно 10
9
 – 10

12
 с

-1
) при его прохождении через парамагнитную среду

11
, поме-

щенную во внешнее однородное магнитное поле. Электронный парамагнитный резонанс 

был обнаружен Е. К. Завойским
12

 в 1944 году. Схема опыта по наблюдению ЭПР приве-

дена на рис.17.8. Образец (О), обычно это твердое тело, помещается внутрь объемного 

резонатора (Р), к которому через волновод (В) подводится СВЧ излучение, создаваемое 

клистронным генератором (К). Прошедшая через образец мощность измеряется детекто-

ром (Д), сигнал с которого через 

усилитель (У) подается на осцил-

лограф (Осц). Внешнее однород-

ное магнитное поле создается с 

помощью электромагнита (ЭМ), 

причем напряженность этого по-

ля может изменяться в опреде-

ленных пределах, так чтобы были 

выполнены условия резонанса 

(см. ниже).  

 Физическая причина воз-

никновения ЭПР заключается в 

следующем. В слабом магнитном 

поле уровень с данным значением J  расщепляется на 12 J  компонент по числу воз-

можных значений магнитного квантового числа JM . Расстояние между соседними ком-

понентами (см. выражение (17.12)) есть  

      BgE  .               (17.20) 

Резонансное поглощение падающего на систему излучения возможно при совпадении 

частоты перехода, соответствующей (17.20), с частотой воздействующего электромаг-

нитного излучения
13

. Поэтому находим 

     
mc

e
gg B

2








.             (17.21) 

Как видно, в выражение для частоты излучения, при которой наблюдается поглощение 

СВЧ мощности, не входит постоянная Планка. Это означает, что рассматриваемый эф-

фект фактически является классическим, а квантовая специфика заключается лишь в на-

личии g -фактора, значение которого в общем случае отлично от единицы. Действи-

тельно, с точки зрения классической теории эффект заключается в развороте вектора 

магнитного момента, связанного с орбитальным движением электрона при совпадении 

частоты внешнего поля с частотой ларморовской прецессии орбиты во внешнем магнит-

ном поле. Условие резонанса, очевидно, имеет вид )2( mce , что совпадает с 

(17.21) при значении 1g . Заметим, что квантовая теория дает качественно такую же 

                                                 
11

 Парамагнитными называют среды, атомы которых имеют ненулевые значения магнитных моментов. В 

данном случае мы полагаем, что парамагнетизм среды обусловлен электронами.  
12

 Е. К. Завойский (1907 - 1976) – советский физик – экспериментатор. 
13

 Заметим, что переход между соседними зеемановскими компонентами запрещен в электрическом ди-

польном приближении. В рассматриваемом случае речь идет о магнитно-дипольном излучении. 

 
Рис.17.8. Схема эксперимента по наблюдению ЭПР. 
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картину эффекта. При достаточно низких температурах атомы вещества находятся в со-

стоянии с минимальной энергией, то есть занимают зеемановский подуровень с 

JM J  . Под действием внешнего электромагнитного поля они переходят в состояния 

с более высоким значениями JM , вплоть до JM J  , что соответствует переориентации 

вектора механического момента электронной оболочки атома. 

 В заключение отметим, что электронный парамагнитный резонанс является в на-

стоящее время одним из широко используемых методов исследования не только элек-

тронной структуры твердых тел, но и динамических релаксационных процессов в них. 

Действительно, поглощение СВЧ мощности приводит к заселению подуровней со все 

большими значениями JM . С другой стороны процессы релаксации в твердом теле 

стремятся вернуть систему в состояние термодинамического равновесия. Поэтому вели-

чина поглощаемого сигнала и отклик этого сигнала на изменение мощности СВЧ гене-

ратора зависят, в том числе, и от характера и скорости процесса релаксации в образце. 

 Опыты Штерна и Герлаха. 
 Мы уже говорили о возможности измерения атомных магнитных моментов по 

величине расщепления пучка атомов при пролете через область неоднородного магнит-

ного поля (опыты Штерна и Герлаха). Однако ранее (см. Глава 8) мы предполагали 

только существование орбитального механического и связанного с ним магнитного мо-

мента электрона. В данном разделе мы учтем также наличие спинового механического и 

магнитного моментов электронной оболочки атома и рассмотрим особенности расщеп-

ления атомного пучка в зависимости от величины напряженности магнитного поля.  

 Как мы уже отмечали, в слабых полях вектора L


 и S


 связаны спин - орбиталь-

ным взаимодействием в полный момент J


. Поэтому с внешним магнитным полем взаи-

модействует эффективный магнитный момент eff


. В такой ситуации сила, действующая 

на пучок атомов в неоднородном магнитном поле (ось z  направлена вдоль градиента 

магнитного поля) может быть записана в виде 

     
z

gMF BJz






.               (17.22) 

Как результат, в случае, если g -фактор отличен от нуля, пучок атомов расщепится на 

12 J  компоненту по числу различных значений квантового числа JM . 

 Другая ситуация возникает при пролете атомного пучка через область сильного 

неоднородного магнитного поля. В этом случае спин-орбитальная связь оказывается не-

существенной, и с внешним полем независимо друг от друга взаимодействуют магнит-

ные моменты, обусловленные орбитальным и спиновым движением атомных электро-

нов. В этом случае для силы, действующей на атомный пучок, имеем 

     
z

MMF BSLz






2 ,              (17.23) 

то есть пучок расщепится на число компонент, определяемых набором различных зна-

чений суммы SL MM 2 . 
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Задачи. 

17.1. Определить энергии и волновые функции стационарных состояний заряженной 

бесспиновой частицы в кулоновском потенциале re)r(V 2  при наложении 

внешнего слабого однородного магнитного поля. 

17.2.  Какие из приведенных значений фактора Ланде (g=2, g=1, g=0, g=-1) возможны? 

Какой физической ситуации они соответствуют? 

17.3. Рассмотреть эффекты Зеемана и Пашена – Бака на головной линии основной се-

рии серии атома натрия. Оценить величину напряженности магнитного поля, при 

котором эффект Зеемана сменяется эффектом Пашена и Бака, если известно, что 

длины волн компонент дублета указанного переходе равны 58901   А и 

58962   А. 

17.4.  Нарисовать картину зеемановского расщепления на переходах 
5
P1  

5
D0  и 

pnnd '3  
5
D4  4nd  

5
D4 в слабом магнитном поле. Сколько линий будет наблю-

даться на указанном переходе? Определить величину расщепления. 

17.5.  Напишите электронные конфигурации элементов таблицы Менделеева (Z=11-20). 

У каких из этих элементов при переходе из возбужденного состояния в основное 

можно наблюдать нормальный эффект Зеемана? 

17.6  Изобразить схему расщепления и определить число спектральных компонент в 

эффекте Пашена и Бака на L  линии с спектре атома водорода с учетом реляти-

вистских эффектов. 

17.7. Длина волны излучения, соответствующая переходам между компонентами 

сверхтонкой структуры основного состояния атома водорода, равна 21H  см. 

Определить длину волны перехода между компонентами сверхтонкой структуры 

атома дейтерия D , если известно спин протона 2/1pI , спин дейтрона 1DI , 

а гиромагнитные отношения для протона и нейтрона равны 6.5pg , 8.3ng  

соответственно. 

17.8.  Определить частоту СВЧ излучения, при которой будет наблюдаться резонансное 

поглощение СВЧ мощности веществом, содержащим ионы хрома Cr  (электрон-

ная конфигурация 53d ) и помещенным во внешнее магнитное поле напряженно-

стью  .  

17.9. На сколько компонент расщепится пучок атомов фосфора (Z=15), находящихся в 

основном состоянии, в эксперименте Штерна и Герлаха в случае слабого и силь-

ного магнитных полей. В сильном поле LS  взаимодействием пренебречь. Оце-

нить величину критического магнитного поля. 

17.10. На сколько компонент расщепится пучок атомов гелия (Z=2) в низшем возбуж-

денном состоянии в эксперименте Штерна и Герлаха в случае слабого и сильного 

магнитных полей. В сильном поле LS  взаимодействием пренебречь. Оценить ве-

личину критического магнитного поля. 

17.11. Пучок невозбужденных атомов Na , движущихся в направлении оси x , пролетает 

через последовательность трех приборов Штерна – Герлаха, градиент магнитного 

поля в которых направлен 

а) вдоль z, вдоль y, вдоль z; 

б) вдоль z, вдоль y, вдоль у, 

в) вдоль z, вдоль y, под углом 4/  к оси z в плоскости zy. 

Определить число компонент, на которые будет расщеплен пучок в этих случаях. 
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Глава 18. Основы физики молекул. 

В данном разделе мы рассмотрим принципы квантовомеханического описания 

молекулярных систем, основные особенности электронного строения молекул, общие 

подходы к описанию движения ядерной подсистемы молекулы, а также особенности 

электромагнитных переходов в молекулах. 

Образование молекул – эффект чисто квантовый, необъяснимый с точки зрения 

представлений классической физики. При этом, на первый взгляд, существование моле-

кул остается непонятным даже если каждый атом в отдельности рассматривать кванто-

вомеханически. Действительно, рассмотрим возможность образования простейшей мо-

лекулярной системы - 

2H , состоящей из двух протонов и одного электрона. Будем счи-

тать, что у нас имеется атом водорода в основном состоянии ( s1 ). Пусть на расстоянии 

R  от атома находится протон. Для того чтобы образование молекулы было возможно, 

между атомом водорода и протоном (хотя бы в некотором диапазоне изменения величи-

ны R ) должны возникнуть силы притяжения. Для определения силового поля рассчита-

ем электростатический потенциал, который создает атом водорода в пустом пространст-

ве. При этом будем полагать, что электрон создает в пространстве распределенную 

плотность заряда  

     03

0

2

1 2exp)()( ar
a

e
rer s 


 ,    (18.1) 

где r  - удаление электрона от «своего» протона, 0a  - боровский радиус. Тогда с учетом 

сферической симметрии волновой функции s1  состояния уравнение Пуассона для элек-

тростатического потенциала, создаваемого 

атомом водорода, записывается в виде  

    )()(4)(
1

2

2

rrerr
dr

d

r
 .     (18.2) 

Первый член в правой части (18.2) учиты-

вает наличие атомного ядра. Решение урав-

нения (18.2) с учетом (18.1) имеет вид (см. 

рис.18.1) 

     )2exp(1)( 0

0

ar
a

r

r

e
r 










 .      (18.3) 

Как видно, энергия взаимодействия прото-

на с атомом водорода )(Re  возрастает по 

мере приближения протона к атому водорода, то есть в системе «атом водорода – про-

тон» возникает отталкивание при приближении протона на расстояния 0aR  . Казалось 

 
Рис.18.1. Электростатический потенциал, 

создаваемый атомом водорода в пространстве 
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бы, это означает, что образование молекулы 

2H  невозможно
1
. Что конкретно не было 

учтено в наших рассуждениях? К ответу на этот вопрос мы вернемся позже, а пока пе-

рейдем к обсуждению общих принципов квантовомеханического описания молекуляр-

ных систем. 

 Адиабатическое приближение. 
 При описании общих принципов мы для простоты ограничимся рассмотрением 

только двухатомых молекул. Запишем гамильтониан простейшей двухатомной молеку-

лярной системы – молекулярного иона водорода 

2H  (обозначения см. на рис.18.2):  

   ReTTHH e

2

21
ˆˆˆˆ  .      

Здесь eee VTH  ˆˆ  - электронная часть гамильтониана, eT̂  - кинетическая энергия элек-

трона, 
2

2

1

2

r

e

r

e
Ve   - энергия взаимодействия электрона с протонами, 1r  и 2r  - удале-

ние электрона от первого и второго протонов соответственно, 1T̂ , 2T̂  - кинетическая 

энергия ядер, 21 RRR


  - межъядерное расстояние. Стационарные состояния системы 

могут быть определены из решения уравнения Шредингера 

         ),,(),,(ˆ
2121 RRrERRrH


  .             (18.4) 

Здесь r


 - удаление электрона от начала координат. 

Дальнейшее рассмотрение нам будет удобно прово-

дить в системе координат, связанной с центром масс 

молекулы. Пренебрегая массой электрона m  по срав-

нению с массой ядра M , введем координату центра 

масс
2
 

    2/11 RR


  

и координату относительного движения 

                        12 RRR


 . 

Тогда координаты 1R


 и 2R


 каждого из ядер определя-

ются как 

  
.2

,2

2

1

RR

RR







              (18.5) 

                                                 
1
 На самом деле малое притяжение в системе все-таки существует. Поляризация протоном электронной 

оболочки атома приводит к появлению у него небольшого дипольного момента, который приводит к воз-

никновению сил притяжения. Это так называемые силы Ван-дер-Ваальса. Они малы и не приводят к обра-

зованию химической связи между атомами. Более подробно – см. Приложение_10. 
2
 Мы здесь предполагаем, что массы ядер атомов, образующих молекулу, равны MMM  21 . В слу-

чае, если массы ядер являются различными, для   имеем    212211 MMRMRM 


. 

 
Рис.18.2. Молекулярный ион во-

дорода. 
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Получим выражение для кинетической энергии ядер в системе координат, связанной с 

центром масс. Учитывая, что  

   
RR
















2

1

1

 и 
RR
















2

1

2

, 

а также 

  
RRR



















 2

2

2

2

2

2

1

2

4

1
,   

RRR



















 2

2

2

2

2

2

2

2

4

1
, 

получим 

  
2

22

2

22

2

22

2

22

21
2)2(24

ˆˆ
RMRMM

TT 































 , 

где 2M  - приведенная масса молекулы. Таким образом, мы получили, что полный 

гамильтониан молекулы представим в виде 

2

222

2

22

)2(22
),(ˆ),,(ˆ




















 






MR

e

R
RrVTRrH ee .   

Здесь r


 - координата электрона, отсчитываемая от центра масс молекулы, при этом  

    ,21 Rrr


    22 Rrr


 .     (18.6) 

Полученное выражение означает, что полный гамильтониан молекулы ),,(ˆ 


RrH  можно 

представить в виде суммы гамильтонианов двух подсистем, одна из которых определя-

ется совокупностью координат, описывающих относительное движение электронов и 

ядер в молекуле, а другая – координатой центра масс молекулы 


. Значит, волновая 

функция стационарного состояния молекулярной системы ),,( 


Rr  может быть пред-

ставлена в виде произведения волновых функций  

    )exp(),(),,( 


KiRrRr  , 

где второй сомножитель определяет волновую функцию свободного движения молекулы 

как целого в пространстве, K


 - волновой вектор молекулы. Вся информация о внутрен-

ней структуре молекулы содержится в функции ),( Rr


 , которая является собственной 

функцией гамильтониана  

            
R

e

R
RrVTRrH ee

2

2

22

2
),(ˆ),(ˆ 






 


.   (18.7) 

Решение задачи на собственные значения и собственные функции гамильтониана 

(18.7) обычно проводят в адиабатическом приближении (приближении Борна - Оппен-

геймера
3
). Суть этого приближения заключается в следующем. Молекула состоит из 

двух подсистем – электронной (легкой) и ядерной (тяжелой). Движение электронов про-

исходит с существенно большей скоростью, чем движение ядер. Поэтому приближенно 

можно считать, что движение электронов происходит при неподвижных ядрах. При рас-

                                                 
3
 R. Oppenheimer (1904 - 1967) – американский физик – теоретик. 
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смотрении ядерной подсистемы мы будем полагать, что электронная подсистема успева-

ет подстроиться под мгновенное положение ядер.  

Это означает, что в гамильтониане (18.7) удобно выделить часть, соответствую-

щую электронной подсистеме молекулы 

   ),(ˆ),(ˆ RrVTRrH eee


 ,  

и найти стационарные состояния этого гамильтониана 

     ),()(),(),(ˆ )()()( RrRERrRrVT e

n

e

n

e

nee


 .   (18.8) 

Здесь ),()( Rre

n


  и )()( RE e

n - электронная волновая функция молекулы и энергия n  -ого 

стационарного состояния электронной подсистемы молекулы, зависящие, в том числе, 

от ядерной координаты, как от параметра. Решая (18.8) мы получаем полный набор 

электронных состояний молекулы, зависящих, в том числе, и от расстояния между ядра-

ми. 

Волновую функцию молекулы, являющуюся решением нестационарного уравне-

ния Шредингера с гамильтонианом (18.7), удобно представить в виде линейной комби-

нации собственных функций гамильтониана электронной подсистемы 

     
n

e

n

N

n RrtRtRr ),(),(),,( )()(


 ,    (18.9) 

где ),()( tRN


  - коэффициент разложения полной волновой функции ),,( tRr


  по базису 

электронных состояний. Как мы увидим в дальнейшем, этот коэффициент разложения 

есть волновая функция ядерной подсистемы молекулы, соответствующая n  -ому ста-

ционарному состоянию электронной подсистемы. Получим: 

    







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
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n RRr
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e
TRRrHRr

t

tR
i )(),(ˆ)(),(ˆ),(

),( )()(
2

)()()(
)( 



 .  

                      (18.10) 

Здесь  

2
2

2

22

22
ˆ

RN
R

T 














  

- оператор кинетической энергии ядерной подсистемы.  

Умножая (18.10) на одну из собственных функций ),(
*)( Rre

m


  и интегрируя по электрон-

ной координате, с учетом (18.8) получим 

 







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
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 .      (18.11) 

Здесь  

  rd
R

rA
e

ne

mmn

3
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*)(

2

)(






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2 
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
 
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- так называемые неадиабатические члены, обеспечивающие переходы между электрон-

ными состояниями (термами) молекулы, а функция )()( )(2)( REReRV e

m

eff

m   имеет 
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смысл потенциальной энергии взаимодействия ядер в m -ном электронном состоянии 

молекулы.  

Наша задача теперь показать, что неадиабатические члены малы по сравнению с 

другими слагаемыми, входящими в (18.11). Слагаемое Re2  в (18.11) имеет величину 

порядка Ry , поскольку характерное значение межъядерного расстояния 0~ aR  ( 0a  -

боровский радиус). Такое же значение имеет и величина электронной энергии )(e

mE . 

Оценивая неадиабатические члены как 
0

2

~
a

A



 и 

2

0

2

~
a

B



, получим 0~ Rya

M

m
A , 

Ry
M

m
B ~ . Поэтому соответствующие слагаемые в (18.11) малы по сравнению с каждым 

из членов Re2  и )(e

mE . Однако, слагаемое определяющее кинетическую энергию ядер 

также содержит множитель 1M . Поэтому необходимо сравнить неадиабатические сла-

гаемые с величиной MPTN 2~ 2  ( P  - импульс ядерной подсистемы). Будем считать, 

что ядра колеблются вблизи положения равновесия 0R , поэтому их потенциальную 

энергию взаимодействия можно представить в виде 

                                 2

00

)()(

0

)( )()(''
2

1
)( RRRRVVRV effeffeff  . 

Определим масштаб амплитуды колебаний 0RRR   из предположения, что при гар-

монических колебаниях величины кинетической и потенциальной энергии осциллятора 

равны, то есть 2

0

)(2 )(''
2

1
2 RRVMP eff  . С другой стороны, из соотношения неопреде-

ленностей имеем RP ~ , откуда находим 

   0
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~ aMm
MRy
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MV
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
 , 

тогда  

   Ry
M

m

RMM

P
TN ~

2
~

2
~

2

22




. 

Эта величина мала по сравнению с характерной энергией электронной подсистемы, од-

нако, она все же больше неадиабатических членов в (18.11) в отношение mM  раз. 

 Пренебрегая неадиабатическими членами в уравнении (18.11), получим 

),(ˆ),()(
),( )(
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)()(
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e
TtRRE
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tR
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m
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
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











,                         (18.12) 

то есть нестационарное уравнение, описывающее эволюцию во времени ядерной под-

системы молекулы. Как видно, мы получили «обычное» уравнение Шредингера с эф-

фективным потенциалом взаимодействия ядер в молекуле 

    )()( )(
2

)( RE
R

e
RV e

m

eff

m  .              (18.13) 
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С точностью до пренебрежения неадиабатическими членами движение ядер происходит 

при неизменном состоянии электронной подсистемы молекулы, причем для каждого 

электронного состояния молекулы существует свой вид потенциальной кривой )()( RV eff

m . 

Стационарные состояния ядерной подсистемы могут быть определены из решения урав-

нения 

   )()()(ˆ )()()(
2

RERRE
R

e
T NNe

mN











 .              (18.14) 

Эффективный потенциал взаимодей-

ствия ядер учитывает не только куло-

новское отталкивание между ними, но 

и наличие электронной плотности, ко-

торая обеспечивает притяжение в сис-

теме, и может привести к связыванию 

атомов в молекулу. Для этого, очевид-

но, необходимо, чтобы зависимость 

)()( RV eff  характеризовалась кривой с 

локальным минимумом (см. рис.18.3, 

кривая 1). 

 Зависимость эффективной 

энергии взаимодействия ядер в моле-

куле от межъядерного расстояния на-

зывают электронным термом молеку-

лы. Эту же зависимость часто называют потенциальной кривой (потенциальной поверх-

ностью
4
).  

 Может так оказаться, что потенциальная кривая характеризуется отсутствием ми-

нимума энергии (такой случай также приведен на рис. 18.3, кривая 2). Тогда, очевидно, 

при любом расстоянии между атомами существуют силы отталкивания, то есть устойчи-

вое связывание атомов в молекулу невозможно. В этом случае говорят, что электронный 

терм молекулы является разлетным. 

 Итак, подведем некоторые итоги. При рассмотрении структуры молекулы в рам-

ках адиабатического приближения необходимо сначала решить задачу на собственные 

значения и собственные функции для гамильтониана электронной подсистемы молеку-

лы. В качестве решения получаются набор собственных функций и собственных значе-

ний, параметрически зависящих от расстояния между ядрами в молекуле. Далее мы 

можем построить набор электронных термов молекулы (каждому электронному со-

стоянию молекулы соответствует конкретный вид зависимости )()( RV eff ) и проанали-

зировать задачу о пространственном строении молекулы и особенностях движения 

ядер для каждого из термов.  

 Рассмотрим теперь более подробно электронное строение ряда простейших моле-

кулярных систем. 

                                                 
4
 Термин «потенциальная поверхность» (potential surface) используется, прежде всего, для многоатомных 

молекул, для которых обсуждаемая зависимость определяется функцией от совокупности ядерных коор-

динат и описывается поверхностью в многомерном пространстве. 

 
Рис.18.3. Эффективная потенциальная энергия 

взаимодействия ядер в молекуле в зависимости от 

межъядерного расстояния. 
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 Молекулярный ион водорода. 

 Приближенную электронную волновую функцию основного состояния молеку-

лярного иона водорода будем искать в виде суперпозиции двух невозмущенных функ-

ций водородного атома
5
 (обозначения см. на рис.18.4):  

    )()(),( 2111 rrRr ss


 .              (18.15) 

Здесь 1r


 и 2r


 - удаление электрона от каждого из 

протонов, каждая из этих величин выражается че-

рез переменные r


 и R


. Приближение (18.15), оче-

видно, выполнено для больших межъядерных рас-

стояний 0aR  . Однако, для нас в дальнейшем 

существенно, что представление волновой функ-

ции электрона в молекуле (молекулярной орбита-

ли) в виде линейной комбинации атомных волно-

вых функций (атомных орбиталей) приводит к 

правильным результатам, хотя бы и на качествен-

ном уровне, для произвольного соотношения параметров R  и 0a .  

Вследствие тождественности ядерных центров естественно предположить, что 

вероятности обнаружить электрон около каждого из них равны между собой, то есть 
22

 . Отсюда ясно, что функция ),( Rr


  представима в виде симметричной, или ан-

тисимметричной комбинации атомных функций
6
 

 )()()(),( 2111 rrRCRr ss


  ,             (18.16) 

где )(RC   - нормировочная константа, определяемая из условия 
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.              (18.17) 

Вычисление интеграла (18.17) дает 

      1)()(2)()()()()( 211121211111

2
 rrrrrrRC ssssss
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, 

откуда находим 
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
 ,                (18.18) 

где )()()( 2111 rrRS ss


  - интеграл перекрытия. Учитывая, что 

    )exp(
1

)( 0
3

0

1 ar
a

rs 





, 

для интеграла перекрытия можно получить
7
 

                                                 
5
 Это приближение иногда называют приближением разъединенных атомов. 

6
 Здесь координаты 1r


 и 2r


 связаны с координатами r


 и R


 соотношениями (18.6) 

7
 См., например, А. С. Давыдов «Квантовая механика», М.: Наука, (1978), §130. 

 
Рис.18.4. Координаты электронной 

и ядерной подсистем 

2H . 
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В случае 0aR   волновые функции каждого из центров локализованы в различных об-

ластях пространства, и интеграл перекрытия обращается в ноль. Как мы увидим в даль-

нейшем, в связанном состоянии молекулы 0~ aR , и притяжение между ядрами возника-

ет именно вследствие перекрытия атомных волновых функций.  

 Теперь мы можем определить энергию электронной подсистемы: 

  ),(ˆ),()()( RrHRrRE e

e
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 .           (18.20) 

Вводя для сокращения записи обозначения  

    )(1 11 rs


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перепишем выражение (18.20) в виде 

 






 1ˆ22ˆ12ˆ21ˆ1
)(12

1
)(

1

2

1

2

2

2

1

2
)(

r

e
T

r

e
T

r

e
T

r

e
T

RS
RE eeee

e  

    




 12211122
2

2

2

2

2

2

1

2

r

e

r

e

r

e

r

e
.         

Легко видеть, что слагаемые в фигурных скобках попарно равны между собой. 

Принимая во внимание, что  

 se E
r

e
T 1
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2

1ˆ1   и )(212ˆ1 11

2
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RSEE
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e
T sse  , 

где sE1  - энергия основного состояния атома водорода, перепишем (18.20) в виде 
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где введены следующие обозначения  
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e
rreRV s

3

2

2
2

112

2 )(11)(


  

- кулоновская энергия взаимодействия распределенного электронного заряда с «чужим» 

протоном (в данном случае, электрона распределенного около центра «один» со «вто-

рым» протоном), 

    rd
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e
rrreRW ss

3

2

2

21112

2 )()(21)(
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- так называемый обменный интеграл, обязанный своим происхождением тому, что в 

молекуле единственный электрон оказывается «размазан» сразу по обоим центрам. Для 
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дальнейшего существенно, что оба интеграла принимают отрицательное значение. Оба 

интеграла могут быть вычислены аналитически
8
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Выражение для эффективной потенциальной энергии взаимодействия ядер в молекуле
9
 

запишем теперь в виде 

   
)(1

)()(
)( 1

2
)(

RS

RWRV
E

R

e
RV s

eff




 .              (18.22) 

Полученные электронные термы приведены на рис.18.5. Как видно, в состоянии на кри-

вой, соответствующей симметричной 

волновой функции, возникла потенци-

альная яма, свидетельствующая о воз-

можности образования связанного со-

стояния молекулы. Анализ выражения 

(18.22) показывает, что возникновение 

притяжения между ядрами в системе 

обусловлено обменным членом )(RW , то 

есть связано с делокализацией атомного 

электрона сразу по двум ядерным цен-

трам. Наоборот, в случае электронного 

состояния, описываемого антисиммет-

ричной функцией, связанное состояние 

не возникает, а электронный терм является разлетным. Расчеты для связанного состоя-

ния дают значение для равновесного межъядерного расстояния (положение минимума 

на потенциальной кривой )()( RV eff ) 0

* 2aR  , и глубину потенциальной ямы 6.2  эВ. 

Заметим, что если предположить, что 0)( RS , то есть электрон сосредоточен 

около одного из протонов (тогда, конечно, 0)( RW ) для электронного терма )()( RV eff  

получаем 

 )2exp(1)()( 0
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22
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e
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e
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
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





 , 

то есть полуклассический результат, с которого мы начинали обсуждение физики моле-

кул. 

 Возникновение в системе притяжения или отталкивания в зависимости от вида 

симметрии электронных волновых функций можно проиллюстрировать с помощью сле- 

                                                 
8
 Методика вычисления этих интегралов также обсуждается в монографии:  А. С. Давыдов «Квантовая 

механика», М.: Наука, (1978), §130. 
9
 Эту энергию часто принято отсчитывать от уровня sE1 . 

 
Рис.18.5. Электронные термы молекулярного 

иона водорода. 
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дующих картинок. Рассмотрим структуру 

электронных волновых функций, описы-

вающих симметричное и антисимметричное 

состояние молекулы 

2H . Для симметрич-

ного состояния вид функции   в зависи-

мости от межъядерного расстояния схема-

тически приведен на рис.18.6. На больших 

расстояниях ( 0aR  ) волновые функции 

не перекрываются, при уменьшении рас-

стояния наблюдается перекрытие атомных 

волновых функций. При этом отрицатель-

ный заряд оказывается сосредоточен в об-

ласти между ядрами, что и обеспечивает 

возникновение связанного состояния. 

Аналогично, случай антисимметрич-

ного состояния   представлен на рис.18.7. 

На расстояниях 0aR   мы также имеем 

суперпозицию двух неперекрывающихся функций, однако, в отличие от предыдущего 

случая одна из этих функций является отрицательной. Поскольку распределение элек-

тронной плотности определяется квадратом модуля волновой функции на больших рас-

стояниях электронные плотности в симметричном и антисимметричном состояниях 

практически совпадают. Однако, при 0~ aR  ситуация меняется. Антисимметричное со-

стояние характеризуется нулевым значени-

ем электронной плотности в точке равно-

удаленной от обоих ядер. В результате 

формируется такое распределение отрица-

тельного заряда, которое не может компен-

сировать кулоновское расталкивание ядер, и 

возникает разлетный молекулярный терм. 

Еще более наглядно распределение 

отрицательного заряда в молекулярном ио-

не водорода в зависимости от симметрии 

состояния можно видеть из данных, пред-

ставленных на рис.18.8. На этом рисунке 

изображены линии уровня, соответствую-

щие равной электронной плотности в со-

стояниях   и  . Симметричное состоя-

ние характеризуется преимущественной ло-

кализацией электронной плотности между 

атомными ядрами. В случае антисиммет-

ричного состояния расстояние между «цен-

трами тяжести» отрицательных зарядов, ло-

 
Рис.18.6. Схематический вид электронной 

волновой функции в симметричном состоя-

нии 


2H . 

 
Рис.18.7. Схематический вид электронной 

волновой функции в антисимметричном со-

стоянии 


2H . 
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кализованных около каждого из протонов, оказывается больше межъядерного расстоя-

ния. Как следствие, симметричная волновая функция описывает связанное состояние 

молекулы, в антисимметричном состоянии связанного состояния не возникает. 

Вернемся теперь к обсуждению вопроса, с которого начали изучение физики мо-

лекул. Как и почему при приближении «из бесконечности» протона к атому водорода в 

системе все-таки возникает притяжение, несмотря на то, что нейтральный атом водорода 

создает в пространстве короткодействующий положительный потенциал, который, каза-

лось бы, приводит к возникновению сил отталкивания. Оказывается дело в явлении тун-

нелирования (см. рис.18.9). При сближении протонов между собой, электрон, который 

первоначально находится около 

одного из них, оказывается спо-

собен протуннелировать в дру-

гую потенциальную яму. В ре-

зультате электронная плотность 

окажется распределенной сразу 

по двум ядерным центрам, что, 

как мы видели, и может обеспе-

чить возникновение сил притя-

жения в системе. Таким образом, 

в конечном счете, именно явле-

ние туннелиования обуславлива-

ет возможность связывания ато-

мов в молекулы, то есть образо-

вание молекул это чисто кванто-

вый эффект, который не может 

быть понят вне рамок квантовой 

теории.  

 

 
Рис.18.8. Распределения электронной плотности в симметричном и 

антисимметричном состояниях молекулярного иона водорода. 

 

 
Рис.18.9. Образование химической связи как результат  

туннелирования электрона от одного атома к другому. 
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 Молекула водорода. Теория Гайтлера - Лондона. 

Рассмотрим теперь более сложную задачу – образование молекулы из двух ней-

тральных атомов водорода. Эта задача была решена в 1927 году В. Гайтлером
10

 и 

Ф.Лондоном
11

. 

Пусть имеется протон «А» и протон «B», расстояние между ними – R. Введем те-

перь координаты электронов так, как показано на рис.18.10. При этом мы условно будем 

предполагать, что электрон «1» принадлежит протону «А», электрон «2» - протону «B». 

Тогда гамильтониан электронной подсистемы молекулы водорода запишется в виде: 

UHHH BA
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- гамильтонианы атомов водорода с центрами в 

точках «А» и «B» соответственно, 

  
2

2

1

2

12

2

ˆ

AB r

e

r

e

r

e
U   

- энергия взаимодействия электронов между собой, а также энергия взаимодействия ка-

ждого из электронов с «чужим» протоном (электрона «1» с протоном «B» электрона «2» 

с протоном «А»). В приближении 01 arA  , 02 arB  , 0aR   (такое приближение соот-

ветствует двум удаленным друг от друга атомам водорода) величина Û  может рассмат-

риваться как возмущение. В качестве нулевого приближения мы будем рассматривать 

гамильтониан BA HH ˆˆ  , представляющий собой гамильтониан двух невзаимодействую-

щих атомов водорода. В этом случае с учетом принципа тождественности волновая 

функция системы может быть выбрана в виде: 
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- волновые функции s1  состояния атома водорода, S  - интеграл перекрытия, выражение 

для которого может быть записано в виде 

    2)1()1()2()2()1()1()1()2()2()1(

BAABBABABAS  . 

                                                 
10

 W. Heitler (1904 - 1981) – немецкий физик - теоретик. 
11

 F. London (1900 - 1954) – немецкий физик - теоретик. 

 
Рис.18.10. Молекула водорода. 
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Легко видеть, что )1()1(

BA   есть не что иное, как интеграл перекрытия, который мы 

вычисляли при изучении электронной подсистемы 

2H  (см. выражение (18.19)). 

 Таким образом, пространственную электронную волновую функцию молекулы 

водорода можно представить в виде симметричной или антисимметричной относительно 

перестановки электронов местами комбинации одноэлектронных функций водородного 

атома. Поскольку полная волновая функция электронной подсистемы молекулы есть 

произведение пространственной и спиновой волновых функций, мы понимаем, что сим-

метричной пространственной функции (18.24) соответствует антисимметричная спино-

вая функция (то есть такое состояние является синглетным), и, наоборот, антисиммет-

ричной пространственной функции (18.25) соответствует симметричная спиновая вол-

новая функция (это означает, что состояние является триплетным). Для энергии невоз-

мущенного состояния системы, очевидно, имеем 

    RyEEE ss 2)2(
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)0(  . 

 Вычислим теперь поправку к энергии невозмущенной двухатомной системы, 

обусловленные действием оператора Û : 
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где интеграл берется по совокупности координат первого и второго электронов. Вычис-

ление дает: 
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Здесь 
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- «обычная» кулоновская энергия 

взаимодействия электронов с «чужим» 

протоном и друг с другом, 

21

)2()1()2()1()(   dUdRW BBAA - 

обменный интеграл, который возника-

ет вследствие учета свойств симмет-

рии волновой функции относительно 

перестановки электронов местами.
12

 

 В соответствии с (18.13) выра-

жение для эффективной потенциаль-

ной энергии взаимодействия ядер в 

молекуле имеет вид 

Ry
RS

RWRV

R

e
RV eff 2

)(1

)()(
)(

2
)( 




 .             (18.27) 

                                                 
12

 Оба интеграла, кулоновский и обменный, могут быть вычислены аналитически. 

 
Рис.18.11. Электронные термы молекулы водорода. 
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В выражении (18.27) также часто удобно за нулевой уровень энергии выбрать величину 

Ry2 , соответствующую энергии двух удаленных друг от друга атомов водорода. По-

лученные в этом случае зависимости )()( RV eff  приведены на рис.18.11. Оба слагаемых 

)(RV  и )(RW  являются отрицательными. Поэтому на кривой, соответствующей сим-

метричной относительно перестановки электронов местами пространственной функции 

(в этом случае спины электронов антипараллельны, и полный спин 0S ), возникает 

потенциальная яма, свидетельствующая о возможности связанного состояния молекулы. 

Антисимметричной пространственной волновой функции (в этом случае полный спин 

двух электронов 1S ) соответствует разлетный терм: атомы водорода отталкиваются 

друг от друга. Мы получили важный результат: химическая связь, приводящая к связы-

ванию атомов в молекулу, возникает в результате спаривания электронов - образованию 

электронных пар, с полным спином равным нулю. Такая связь называется ковалентной 

(гомеополярной). С физической точки зрения притяжение между атомами возникает в 

результате того, что в синглетном состоянии электроны находятся преимущественно в 

области между атомными ядрами, в результате кулоновское отталкивание ядер с избыт-

ком компенсируется притяжением ядер к расположенной между ними электронной 

плотности. В триплетном состоянии ( 1S ) принцип Паули препятствует нахождению 

электронов в одной области пространства. В результате между атомными ядрами возни-

кает минимум электронной плотности, а, следовательно, силы отталкивания. Минимум 

на потенциальной кривой, соответствующей синглетному терму, в рамках рассматри-

ваемой теории достигается для значения 88.00 R  Å. Фактически, эта величина опреде-

ляет равновесное расстояние между ядрами в молекуле. Экспериментально измеренное 

значение равновесного межъядерного расстояния в молекуле водорода равно 74.0exp R  

Å, и на качественном уровне хорошо согласуется с предсказанием теории Гайтлера – 

Лондона. 

 Насыщение химических связей. Валентность. 

 Повторим еще раз: Наличие в оболочке атома электронов с нескомпенсирован-

ными спинами приводит к возможности спаривания электронов, обладающих противо-

положно направленными спинами и принадлежащих различным атомам, что приводит к 

возникновению сил притяжения между атомами и возникновению химической связи. 

Теперь легко понять хорошо известное из курса химии свойство насыщения химических 

связей: если в образовавшейся молекуле «свободных» (неспаренных) электронов уже 

нет, то дальнейшее присоединение атомов к ней уже невозможно. По этой причине с 

очевидностью невозможно образование молекул 3H , HeH  и т.п.  

 Способность атома образовывать определенное количество химических связей с 

другими атомами называют валентностью. Очевидно, валентность определенного хими-

ческого элемента определяется числом неспаренных электронов на внешней оболочке 

атома и равна S2  - удвоенному спину атома. 

 Остановимся теперь на нескольких примерах, иллюстрирующих сказанное.  

Рассмотрим невозбужденный атом азота. Электронная конфигурация в этом слу-

чае есть 322 221 pss . В соответствии с правилами Хунда основной терм атома - S4 , то 
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есть полный спин атома 23S , а валентность равна 3. Действительно, химическое со-

единение 3NH  (аммиак) подтверждает сделанный вывод. Атом азота устанавливает три 

связи с тремя атомами водорода, то есть является трехвалентным. 

В качестве следующего примера определим валентность атома кислорода (элек-

тронная конфигурация 422 221 pss ). Мы видели, что по правилам Хунда основной терм 

есть P3 , то есть 1S , а валентность равна 2. Справедливость сделанного заключения 

подтверждается, например, существованием молекулы OH 2 . 

Рассмотрим, наконец, атом углерода. Казалось бы, по электронной конфигурации 
222 221 pss  определяем основной терм P3 , то есть 1S , на основании чего делаем вы-

вод о двухвалентности атома углерода. Действительно, в ряде химических соединений 

углерод выступает как двухвалентный элемент. В качестве примера можно указать мо-

лекулу окиси углерода CO  (в этом случае речь о двойной связи между атомами углеро-

да и кислорода). Однако, значительно чаще углерод выступает как четырехвалентный 

элемент. Простейшим примером химического соединения, в котором валентность атома 

углерода равна 4, является молекула метана 4CH . Другой не менее известный пример 

это двуокись углерода 2CO . В этой молекуле атом углерода образует две двойные связи 

с атомами кислорода. Что мы не учли и в чем причина нашей ошибки? Оказывается, уг-

лерод вступает в химические реакции из возбужденного состояния 2

5S , принадлежащего 

конфигурации 312 221 pss . Спины всех четырех электронов оказываются неспаренными, 

и валентность углерода в этом состоянии равна 4. Энергия возбуждения состояния 

2

531 )22( Sps  из основного состояния 0

322 )22( Pps  равна 4.19 эВ. Для того чтобы образо-

вание молекулы было, тем не менее, энергетически выгодным, необходимо, чтобы энер-

гия, химической связи, выделяющаяся при присоединении дополнительных атомов, пре-

вышала энергию, затрачиваемую на возбуждения атома углерода в квинтетное состоя-

ние 2

5S . В случае молекулы метана 4CH  энергия связи HC   составляет 5.4  эВ, по-

этому энергия, которая выделяется при присоединении дополнительных атомов водоро-

да, существенно превышает энергию, затрачиваемую на возбуждение атома углерода. 

В качестве еще одного примера, подтверждающего справедливость наших кван-

товомеханических представлений о строении молекул, имеющего, в том числе, большой 

практический интерес, упомянем также о существовании так называемых эксимерных 

молекул
13

. Из сказанного выше очевидно, что молекулы инертных газов He , Ne , Ar , 

Kr , Xe  не могут образовывать химических соединений. Действительно, все электрон-

ные подоболочки этих элементов являются замкнутыми, и неспаренных электронов в 

них нет. Однако, это утверждение является справедливым лишь для основного состоя-

ния. Если атом инертного газа перевести в возбужденное состояние, то у него появится 

зразу два неспаренных электрона, поэтому такой атом уже может образовывать химиче-

ские соединения. Для определенности рассмотрим атом ксенона Xe . В основном со-

стоянии 0

16 )5( Sp  он действительно химически инертен. Однако, в возбужденных со-

стояниях конфигурации sp 65 5  атом Xe  имеет два неспаренных электрона и может вы- 

                                                 
13

 Эксимер - от английского «excited dimer» - возбужденный димер. 
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ступать либо как одновалентный, либо как двухвалентный химический элемент, то есть 

образовывать молекулы, которые могут существовать лишь в электронном возбужден-

ном состоянии. Такие молекулы хорошо из-

вестны (например, *XeF , *

2XeF , *XeO , *

2Xe ) и 

называются эксимерными молекулами. Как мы 

уже отмечали, их важнейшим свойством явля-

ется то, что если каждый из атомов находится 

в основном состоянии, образование химиче-

ской связи является невозможным, то есть ос-

новной электронный терм молекулы является 

разлетным. Типичный вид электронных термов 

эксимерной двухатомной молекулы представ-

лен на рис.18.12. Эксимерные молекулы пред-

ставляют в настоящее время большой интерес 

в лазерной физике, поскольку относительно 

легко позволяют достичь инверсной населенности на переходе из возбужденного со-

стояния в основное. 

Метод линейной комбинации атомных орбиталей (ЛКАО). Кова-

лентная полярная и ионная связи. 

Детальное рассмотрение образования химических связей в молекулах – предмет 

квантовой химии. Один из основных подходов, который при этом используется, это по-

строение электронной волновой функции в молекуле (молекулярной орбитали) в виде 

линейной комбинации атомных волновых функций (атомных орбиталей). Отсюда назва-

ние метода – ЛКАО.  

Рассмотрим какую-либо двухатомную молекулу, например, молекулу водорода 

2H . Тогда волную функцию каждого из электронов в молекуле мы представим в сле-

дующем виде 

   )1()1(~)1( BA  , 

   )2()2(~)2( BA  . 

Здесь «1» и «2» означают координаты первого и второго электрона, а функции A  и B  

обозначают волновые функции атомных электронов, центрированные около ядер «А» и 

«В». Тогда для молекулярной орбитали имеем: 

  )2()1()2()1()1()2()2()1(~)2()1()2,1( BBAABABA  .           (18.28) 

В полученном выражении первые два слагаемых описывают ситуацию, когда электроны 

находятся вблизи различных ядер, третье слагаемое соответствует ситуации, когда оба 

электрона находятся около центра «А», а четвертое – когда оба электрона находятся 

около центра «В». Удобно ввести подгоночные параметры 

    )2()1()2()1()1()2()2()1(~)2,1( BBAABABA  .            (18.29) 

 
Рис.18.12. Термы эксимерной молекулы. 
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В случае 1 , 1  имеем симметризованную комбинацию атомных орбиталей, 

которая соответствует модели Гайтлера – Лондона. Однако возможно построение и дру-

гих молекулярных орбиталей. Например, при 1 , 0  мы получаем случай, ко-

гда оба электрона локализованы около центра «А». Аналогично при 1 , 0  оба 

электрона локализованы около центра «В». В такой ситуации молекула существует в ви-

де совокупности двух ионов – отрицательно и положительно заряженного, то есть реа-

лизуется ионный тип связи. В качестве промежуточного случая может реализоваться 

также ковалентная полярная связь, когда электронная плотность распределена по двум 

ядерным центрам, но смещена к одному из них. Из общих соображений ясно, что для 

гомоядерных молекул (молекул, состоящих из двух одинаковых атомов), например, 2H , 

2O , 2N , 2F , будет возникать ковалентная связь. Ионный тип связи характерен для ато-

мов, один из которых имеет сравнительно небольшой потенциал ионизации (например, 

атом щелочного металла), а другой - большой потенциал ионизации для своего отрица-

тельного иона (галогены). Типичный пример соединения с ионной связью – молекула 

NaCl , которая в связанном состоянии существует в виде  ClNa . В качестве примера 

молекулы с ковалентной полярной связью укажем на молекулу HCl , в которой проис-

ходит частичное смещение электронной плотности от атома водорода к атому хлора. 

 С теоретической точки зрения в рассматриваемом приближении задачей кванто-

вой химии является расчет волновой функции электронов в молекуле, то есть вычисле-

ние параметров  ,  ,  , наилучшим образом описывающих распределение электрон-

ной плотности, и определение типа связи. Обычно эта задача решается вариационным 

методом, подробно рассмотренным нами в Главе 11. 

Элементы стереохимии. 

Рассмотренные нами общие принципы описания молекул позволяют хотя бы и на 

качественном уровне понять структуру многих молекул. Обычно электронные орбитали 

рисуют как линии уровня углового распределения электронной плотности. В качестве 

примера s - и p -электронные орбитали приведены на рис.18.13. Тогда общая структура 

двухатомной молекулы, химическая 

связь в которой обусловлена спари-

ванием двух s - sp - или двух p -

электронов представлена на 

рис.18.14. Все приведенные случаи 

являются примерами   - связи и 

реализуются, в частности, в молеку-

лах 2H , HCl , 2Cl . При перекрытиии 

p  - электронных орбиталей может 

возникать и другой тип связи – так называемая   - связь (см. рис.18.15). Такой тип связи 

возникает, например, в молекуле бензола и в других ароматических углеводородах. 

Остановимся теперь на вопросе о пространственном строении простейших мно-

гоатомных молекул. Рассмотрим, прежде всего, молекулу воды OH 2 . В этой молекуле 

два неспаренных p -электрона атома кислорода образуют ковалентные полярные связи с 

 

Рис.18.13. Электронные s – и p – орбитали. 
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s -электронами атомов водорода. В результате пространственная структура молекулы 

имеет вид, представленный на рис.18.16. Молекула оказывается нелинейной, причем, 

казалось бы, угол между направлениями на атомы водорода должен составлять 90
0
. На 

самом деле этот угол равен 105
0
. Причина этого заключается в следующем. Ковалентная  

связь HO   является полярной, центр электронной плотности смещен к атому кислоро-

да. В результате на атомах водорода возникает некоторый положительный заряд, приво-

дящий к расталкиванию атомов во-

дорода друг от друга и увеличению 

угла между направлениями связей до 

105
0
. Аналогичную молекуле воды 

пространственную структуру имеют 

и молекулы F2O, Cl2O, H2S. При этом 

углы между направлением связей в 

этих молекулах составляют 100
0
, 

115
0
 и 92

0
 соответственно. 

В качестве следующего при-

мера рассмотрим молекулу аммиака 

3NH . Атом азота имеет три неспаренных p - 

электрона, каждый из которых образует  -связь с 

атомом водорода. Молекула имеет форму тре-

угольной пирамиды, в вершине которой располо-

жен атом азота. 

 Несколько более сложная ситуация имеет 

место для молекулы метана 4CH . Мы уже говори-

ли, что в химические реакции атом углерода всту-

пает, как правило, из квинтетного состояния, при-

надлежащего конфигурации 322 ps . Поэтому на 

первый взгляд кажется, что одна из связей HC   

в молекуле метана должна быть выделена и харак-

теризоваться длиной и энергией свя-

зи, отличными от трех других. Одна-

ко, многочисленные эксперимен-

тальные данные позволяют утвер-

ждать, что в молекуле метана все че-

тыре химических связи эквивалент-

ны. Этот факт можно понять на ос-

нове предположения о гибридизации 

орбиталей. В рамках этого предпо-

ложения вместо волновых функций 

s2  и p2  состояний атома углерода в 

рассмотрение вводятся состояния, 

которые являются суперпозицией s - 

и p -состояний: 

 
Рис.18.14 Схема образования  -связи. 

 

 
Рис.18.15 Схема образования  -связи. 

 

 
Рис.18.16. Молекула воды. 
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    ps 22 3~  . 

Такая орбиталь называется гибридной, а процесс ее образования называется 3sp  - гиб-

ридизацией. Гибридизация электронных орбиталей атома углерода позволяет объяснить 

свойства молекулы метана и многих других органических соединений.  

Основы систематики электронных состояний двухатомных моле-

кул. 

Рассмотрим теперь общие принципы систематики электронных состояний двух-

атомных молекул. Напомним, что в атомах систематика состояний обычно проводится 

по значениям полного орбитального и полного спинового моментов электронной обо-

лочки. В основе такого подхода лежит то обстоятельство, что операторы квадратов пол-

ного орбитального и полного спинового моментов электронной оболочки атома 2L̂  и 2Ŝ  

коммутируют с оператором Гамильтона.
14

 Поэтому существуют стационарные состоя-

ния системы, в которых квадраты орбитального и спинового моментов всей совокупно-

сти атомных электронов имеют точно определенные значения. В молекулах такой под-

ход оказывается неприменимым. Действительно, потенциал, в котором движутся элек-

троны в молекуле, не характеризуется центральной симметрией, оператор квадрата ор-

битального электронного момента не коммутирует с электронным гамильтонианом 

     0ˆ,ˆ 2 LH e , 

то есть в стационарных состояниях квадрат орбитального момента точно не определен. 

С другой стороны, в двухатомной молекуле потенциал характеризуется аксиальной 

симметрией. Это значит, гамильтониан электронной подсистемы коммутирует с опера-

тором проекции момента количества движения на ось молекулы (ось z ) 

      0ˆ,ˆ ze LH . 

Это значит, что можно построить набор стационарных состояний электронной подсис-

темы молекулы, в которых величина проекции орбитального момента электронов на ось 

молекулы определена точно, причем возможные значения этой проекции есть 

    ,...2,1,0,  LLz MML   

Таким образом, мы можем ввести квантовое число ,...2,1,0 LM , характеризующее 

электронную структуру молекулы. Принято использовать следующую терминологию. 

Состояния с 0  называют   состояниями молекулы, 1 -   состояниями, 2  - 

  состояниями: 

3210  

            
Состояния с более высокими значениями квантового числа   встречаются крайне ред-

ко. Для состояний с 0  квантовое число LM  принимает два возможных значения 

                                                 
14

 Мы полагаем, что приближение LS  - связи является выполненным. 



 316 

LM , все эти состояния оказываются двукратно вырождены. Это вырождение на-

зывается  - удвоением. 

 Кроме того, электронная оболочка характеризуется квантовым числом S , опре-

деляющим значение суммарного спина всей совокупности электронов молекулы. По-

этому электронный терм
15

 молекулы принято обозначать следующим образом  

  12 S , например,  1 , 3 , 2 . 

 Рассмотрим теперь вопрос о том, какие молекулярные термы могут образовать 

два атома, находящиеся в определенных состояниях, характеризующихся заданными 

квантовыми числами  11,SL  и  22 ,SL . Если атомы находятся далеко друг от друга, то 

проекция орбитального момента каждого из них на любую ось, и в том числе на ось мо-

лекулы может принимать следующие значения: 

    
.,...,

,,...,

22

11

2

1

LLM

LLM

L

L




  

Следовательно, проекция суммарного орбитального момента на ось молекулы будет 

равна 
21 LL MM  . Кроме того, значение полного спина электронной оболочки мо-

лекулы определяется спиновыми моментами каждого из атомов 

   21212121 ,1,...,,1, SSSSSSSSS  . 

В качестве примера определим молекулярные термы, которые могут образовать два ато-

ма водорода, находящиеся в основном состоянии. Поскольку основное состояние атома 

водорода есть S2 , то есть для обоих атомов, образующих молекулу 2121  SS  и 

0
21
 LL MM , то находим 0

21
 LL MM  и 1,0S . Поэтому возможны синглетный 

и триплетный  -термы: 1  и 3 . Именно эти два терма и были получены нами ранее 

при рассмотрении молекулы водорода в рамках метода Гайтлера – Лондона. При этом 

синглетный терм описывает связанное состояние молекулы, а триплетный является раз-

летным.  

 Рассмотрим еще один пример. Какие молекулярные термы могут образовать два 

атома, термы которых S2  и P2  (например, два атома водорода, один из которых нахо-

дится в возбужденном p  - состоянии)? Поскольку в этом случае 0
1
LM , 1,0

2
LM , то 

квантовое число   принимает два возможных значения 1,0 , то есть возможны   и 

  термы, каждый из которых может быть либо синглетным, либо триплетным. В итоге 

имеем: 

     1 , 1 , 3 , 3 . 

Легко сообразить, два последних терма являются разлетными. Основным термом явля-

ется, как правило, 1 . Характерная картинка, соответствующая рассматриваемой ситуа- 

                                                 
15

 Как и для атома, электронный терм молекулы состоит из группы состояний, которые являются вырож-

денными с точностью до учета спин – орбитального взаимодействия в электронной оболочке молекулы.  

Мы, однако, не будем касаться вопросов, связанных с изучением тонкой структуры электронных термов. 
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ции, приведена на рис.18.17. На 

больших межъядерных расстояниях 

( 0aR  ) молекулярные термы вы-

рождены и соответствуют двум не-

взаимодействующим атомам в со-

стояниях S2  и P2 . При сближении 

атомов в зависимости от их кванто-

вых чисел LM  и SM  энергия элек-

тронной подсистемы молекулы ока-

зывается различной, что и приводит 

к расщеплению термов (см. 

рис.18.17) 

 

 

 Ядерная подсистема молекулы.  

 Как мы уже говорили, в рамках адиабатического приближения полная волновая 

функция молекулы представляется в виде 

    )(),(),( )()( RRrRr Ne


 , 

где волновая функция электронной подсистемы ),()( Rre


  есть решение задачи на собст-

венные значения и собственные функции для оператора Гамильтона электронной под-

системы, а ядерная волновая функция )()( RN


  определяется из задачи 

     )()()(ˆ )()()( RERRVT NNeff

N


 ,               (18.30) 

где )()( RV eff  - электронный терм молекулы
16

. Решив задачу для электронной подсисте-

мы, мы получаем набор электронных термов. Для каждого из них теперь можно постро-

ить набор ядерных состояний. 

 Выберем для определенности одно какое-либо электронное состояние молекулы 

и перейдем к изучению ядерного движения
17

. Будем искать решение уравнения (18.30) в 

виде 

    )()()()( 


YRRN  ,               (18.31) 

где 


 есть совокупность угловых координат, определяющих положение молекулярной 

оси в пространстве. Вспоминая, что оператор кинетической энергии ядерного движения 

есть 

                                                 
16

 Для дальнейшего существенно, что эффективная энергия взаимодействия ядер в молекуле зависит лишь 

от абсолютного значения межъядерного расстояния, но не от ориентации оси молекулы в пространстве. 
17

 Мы будем считать, потенциальная кривая )()( RV eff
 характеризуется минимумом, т.е. у молекулы име-

ются связанные состояния и ядерная подсистема имеет, в том числе, дискретный энергетический спектр. В 

случае разлетных термов спектр ядерных состояний только непрерывный. Такую ситуацию мы анализи-

ровать не будем. 

 

Рис.18.17. Электронные термы двухатомной мо- 

лекулы. Атомные термы 
2
S и 

2
P. 
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    
2

22

22
ˆ

R
T RN








 

( R ,   - радиальная и угловая части оператора Лапласа,   - приведенная масса моле-

кулы), перепишем (18.30) в виде 

  EY
RY

RRV
R

eff

R 













 )(

2)(

1
)()(

2)(

1
2

2
)(

2













.            (18.32) 

Очевидно, уравнение (18.32) допускает разделение переменных, причем для угловой 

части волновой функции имеем 

    YY  
2 .                (18.33) 

Мы получили уравнение на собственные значения и собственные функции угловой час-

ти оператора Лапласа, описывающего угловой момент ядерного вращения. Решение этой 

задачи хорошо известно: это сферические функции )(


JMY , а квадрат вращательного 

момента ядер есть  

)1(22  JJJ N  . 

Здесь ,...2,1,0J - вращательное квантовое число. 

 Учитывая решение задачи (18.33), из уравнения (18.32) получим 

  )()()1(
2

)(
2 2

2
)(

2

RERJJ
R

RV eff

R  
















.             (18.34) 

Таким образом, радиальное движение ядер (для дискретного спектра речь идет об их ко-

лебательном движении) происходит в потенциале  

   )1(
2

)()(
2

2
)( 


 JJ

R
RVRU eff 

, 

то есть для каждого конкретного значения J  возникает свой потенциал )(RU , в котором 

надо рассматривать радиальное движение ядер. Особенности движения в этом потен-

циале зависят от структуры электронного терма )()( RV eff . Однако, ниже мы покажем, 

что второе слагаемое, обусловленное вращательным движением ядер, дает при не слиш-

ком больших значениях вращательного квантового числа малый вклад в потенциал 

)(RU . Поэтому в этом слагаемом приблизительно можно считать, что 0RR  , где 0R  - 

равновесное значение межъядерного расстояния, соответствующее минимуму функции 

)()( RV eff . Тогда  

    )()( )()( roteff ERVRU  ,               (18.35) 

где  

    )1(
2 2

0

2
)( 


 JJ

R
E rot 

              (18.36) 
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- энергия вращательного движения ядер. Величину 
2

0

2

2 R
B





 называют вращательной 

постоянной. Отметим также, что, вводя момент инерции молекулы относительно оси, 

проходящей через центр масс молекулы 2

0RI  , выражение для вращательной посто-

янной мы можем также переписать в виде )2(2 IB  . Как видно из (18.36) вращатель-

ная постоянная определяет характерную величину энергии ядерного вращения в моле-

кулах. 

 С учетом сделанных предположений мы можем рассматривать колебательное и 

вращательное движение ядер в молекуле независимо друг от друга и записать теперь 

уравнение, описывающее колебательное движение ядер в молекуле 

   )()()(
2

)()(
2

RERRV vibeff

R  













.              (18.37) 

Здесь )(vibE  - энергетический спектр колебательного движения ядер, который получается 

из решения задачи (18.37). Полная энергия ядерного движения есть 

    )()( rotvib EEE  . 

Вблизи минимума положения минимума потенциальную функцию )()( RV eff  можно раз-

ложить в ряд Тейлора, ограничившись приближением гармонического осциллятора 

   
2

)(
)()(

2

0
0

)()( RRk
RVRV effeff 

 ,               (18.38) 

где 

    
0

2

)(2

RRdR

Vd
k

eff


  

- постоянная квазиупругой силы. В таком приближении спектр собственных значений 

задачи (18.37) представляет собой спектр гармонического осциллятора
18

 

    )21()(  vE vib

v  .                (18.39) 

Здесь  k  - частота колебаний молекулы, ,...2,1,0v  - колебательное квантовое 

число. Приближение гармонического осциллятора для ядерных колебаний справедливо 

лишь для небольших значений колебательного квантового числа. 

 Таким образом, для небольших значений колебательного и вращательного кван-

товых чисел энергию ядерной подсистемы можно записать в виде 

    )1()21(  JBJvE  . 

Оценим характерную величину энергии колебаний и вращений молекулы. Мы видели, 

что для вращательного движения  

    
2

0

2
)(

2 R
E rot





. 

                                                 
18

 Мы здесь полагаем, что энергия отсчитывается от положения минимума )( 0

)( RV eff
. 
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Поскольку 00 aR   и Ryma )2( 2

0

2 , для энергии вращений получаем  

    Ry
m

E rot


~)( . 

Оценим теперь масштаб энергии колебательного движения: 



k

E vib
2

)( 
 . Пола-

гая, что 2

02

0

)(

0
2

)(2

aRy
R

V

RRdR

Vd
k

effeff




 , получим 

    Ry
m

E vib


~)( . 

Принимая во внимание, что характерная энергия электронной подсистемы молекулы 

RyE e ~)( , находим следующее соотношение между характерными значениями энергии 

электронной, колебательной и вращательной энергии молекулы 

   



mm

EEE rotvibe ::1:: )()()( . 

Обычно 410~ m . Поэтому характерная энергия колебательного кванта 1.0~  эВ. 

Для вращательной энергии 310~ B  эВ. Значения энергии колебательного кванта и вра-

щательной постоянной для ряда двухатомных молекул приведены в таблице. Как видно, 

с увеличением массы молекулы энергия колебательного кванта   и вращательная по-

стоянная убывают. 

молекула 
0R , Å  , эВ B , эВ 

2H  0.7412 0.5456 31054.7   

2N  1.098 0.2925 41048.2   

2O  1.207 0.1959 41079.1   

2Cl  1.988 0.0694 51003.3   

 Чуть более подробно остановимся на рассмотрении колебательного движения 

ядер. До сих пор мы рассматривали только приближение гармонического осциллятора 

для потенциальной кривой )()( RV eff . В рамках такого приближения спектр колебатель-

ных состояний является эквидистантным. Однако, реально такое приближение работает 

лишь для первых нескольких состояний. Для более высоких состояний существенен ан-

гармонизм молекулярных колебаний. Реальная потенциальная кривая постепенно рас-

ширяется, что приводит к сгущению колебательных уровней энергии.  

 Удобной аппроксимацией вида потенциальных кривых различных молекул явля-

ется потенциал Морзе
19

: 

      20

)( )(exp1)( RRDRV eff  .            (18.40) 

                                                 
19

 Ph. Morse (1903 - 1985) – американский физик.  



 321 

Нетрудно видеть, что точка 0RR   соответствует положению минимума потенциальной 

кривой (равновесное межъядерное расстояние), а величина D  - глубину потенциальной 

ямы, которая с точностью до энергии нулевых колебаний определяет энергию диссоциа-

ции молекулы. Разложение выражения (18.40) в ряд Тейлора вблизи положения равнове-

сия дает 

     20

2)( )( RRDRV eff  , 

то есть гармоническое приближение, причем частота колебаний оказывается равна 

 





22D
 . 

Точное решение стационарного уравнения Шредингера для частицы в потенциале Мор-

зе
20

 дает следующее выражение для энергетического спектра системы 

    
  2

2

)( )21(
4

)21(  v
D

vE vib

v





 .             (18.41) 

Величину D4  называют по-

стоянной ангармонизма, обычно 
32 1010   . Характерный вид по-

тенциальной кривой Морзе и энерге-

тический спектр в таком потенцииале 

представлены на рис.18.18. Как мы и 

ожидали, происходит сгущение энер-

гетических состояний к границе коле-

бательного континуума, причем число 

состояний дискретного спектра оказы-

вается конечным. Действительно, по-

лагая, что максимальное значение 

энергии колебательного уровня в дис-

кретном спектре есть D , из (18.41) 

легко для максимального значения колебательного квантового числа maxv  получаем 

     
22

1
max

D
v 


 . 

 Еще одной часто используемой аппроксимацией потенциальных кривых является 

потенциал Леннарда–Джонса
21

, известный также как потенциал «шесть – двенадцать»: 

    






























612

0

)( )(
R

a

R

a
VRV eff .             (18.42) 

Положение минимума на кривой (18.42) достигается в точке aR 6 2 , глубина потенци-

альной ямы есть 40V . Этот потенциал с успехом используется для описания взаимо-

действия атомов инертных газов и описывает силы притяжения Ван-дер-Ваальса, обу-

                                                 
20

  Более подробно см. Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц  Квантовая механика. Нерелятивистская теория, М.: 

Наука, (1974), с.96-97 
21

 J. Lennard-Jones (1894 - 1954) – английский физик – теоретик. 

 
Рис.18.18. Энергетический спектр состояний в 

потенциале Морзе. 
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словленные взаимодействием наведенных атомных дипольных моментов, которые на 

малых расстояниях сменяются интенсивным отталкиванием. Типичное значение глуби-

ны потенциальной ямы, возникающей при взаимодействии атомов друг с другом, со-

ставляет величину порядка 0.01 эВ, а равновесное расстояние между атомами 43~   Å. 

Таким образом, образование молекулярных комплексов типа 2Ar , 2Xe , обусловленное 

силами Ван-дер-Ваальса, возможно лишь при низких температурах. Подчеркнем, что 

Ван-дер-Ваальсово притяжение действует между всеми атомами и молекулами и не име-

ет ничего общего с образованием химической связи между ними (см. Приложение 8). 

 Электромагнитные переходы в молекулах. 

 Мы уже подробно рассматривали электромагнитные переходы в квантовой сис-

теме, обусловленные взаимодействием с внешним классическим электромагнитным по-

лем (Глава 12) или электромагнитным вакуумом (Глава 14). Мы видели, что в электри-

ческом дипольном приближении вероятность перехода пропорциональна квадрату мат-

ричного элемента дипольного момента, связывающего начальное и конечное состояние 

системы. Причем, если матричный элемент равен нулю, то переход называется запре-

щенным. Наша задача теперь заключается в том, чтобы конкретизировать полученные 

ранее результаты и сформулировать правила отбора для электромагнитных переходов в 

молекулах.  

 Запишем, прежде всего, выражение для оператора дипольного момента системы. 

В отличие от атомарной, в молекулярной системе полный дипольный момент складыва-

ется из электронного дипольного момента )(ed


 и дипольного момента ядерной подсис-

темы )(ND


. Для дипольного момента ядерной подсистемы запишем 

    21

)( ReReD N


 . 

Переходя от 1R


 и 2R


 к координате центра масс молекулы 

     )()( 212211 MMRMRM 


  

 и координате относительного движения 12 RRR


 , имеем 

    R
MM

MM
eeD N



21

21)( 2



 .               (18.43) 

В системе координат, связанной с центром масс ( 0


) для дипольного момента ядер-

ной подсистемы получим 

    R
MM

MM
eD N



21

21)(




 .                (18.44) 

Как видно, для гомоядерных молекул ( 21 MM  ) ядерный дипольный момент равен ну-

лю, то есть внешнее электромагнитное поле не оказывает прямого воздействия на ядер-

ную подсистему молекулы. Этот результат выглядит совершенно естественным. По вто-

рому закону Ньютона ускорение атомных ядер, связанное с воздействием на них элек-

трического поля волны, есть iMe


 ( 2,1i ). Поэтому при равенстве масс входящих в 

молекулу атомов, сила действующая на них, оказывается одинаковой, а, следовательно, 
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ускорение 0R


, то есть воздействие на ядерную подсистему молекулы отсутствует. 

Поэтому в дальнейшем, при формулировке правил отбора для электромагнитных пере-

ходов в молекуле, будем  различать случай гомо- и гетероядерных молекул. 

 В рамках приближения Борна – Оппенгеймера волновые функции начального и 

конечного состояния молекулы представимы в виде 

    )(),(),( )()( RRrRr N

i

e

ii


 , 

    )(),(),( )()( RRrRr N

f

e

ff


 . 

Тогда для матричного элемента оператора дипольного момента запишем 

  i

N

fi

e

fi

Ne

ffi DdDdd  )()()()(


 .             (18.45) 

Рассмотрим теперь правила отбора для переходов в гомо- и гетероядерных моле-

кулах. Остановимся, прежде всего, на переходах в пределах одного электронного терма 

(без изменения электронного состояния молекулы). Такие переходы называют колеба-

тельно-вращательными. В этом случае индексы « i » и « f » у волновой функции элек-

тронной подсистемы совпадают. Тогда учитывая, что в гомоядерных молекулах ядерный 

дипольный момент отсутствует, а матричный элемент электронного дипольного момен-

та 0)()()(  e

i

ee

i d


, мы приходим к следующему выводу. В гомоядерных молекулах  

колебательно-вращательные переходы в пределах одного электронного терма запреще-

ны. В гетероядерных молекулах ситуация другая. Во-первых, существует прямое воз-

действие электрического поля волны на ядерную подсистему молекулы, а кроме того 

молекула может обладать электрическим дипольным моментом в стационарном состоя-

нии
22

 ),(),()( )()()()( RrdRrRd e

i

ee

i

e

ii


 . В результате из (18.45) получим 

)()()()()( )()()()()()( RDRRRdRd N

i

NN

f

N

i

e

ii

N

ffi


 .            (18.46) 

Обычно матричный элемент электронного дипольного момента системы плавно зависит 

от ядерной координаты и почти не меняется на размере области локализации ядерной 

волновой функции. Поэтому в силу условия ортогональности функций 

0)()( )()(  RR N

i

N

f


 окончательно получаем 

    )()( )()()( RDRd N

i

NN

ffi


 ,              (18.47) 

то есть вероятность колебательно-вращательных переходов в гетероядерных молекулах 

определяется матричным элементом дипольного момента ядерной подсистемы молеку-

лы. Учитывая, что угловые части ядерных функций 
)(N

f  и )(N

i  есть сферические функ-

ции, из (18.47) получаем правило отбора по вращательному квантовому числу 

     1 if JJJ . 

                                                 
22

 При наличии ковалентной полярной или ионной связи, характерной для гетероядерных молекул, рас-

пределение электронной плотности смещено относительно центра масс молекулы, что и приводит к появ-

лению электронного дипольного момента в стационарном состоянии. 
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Что касается правила отбора по колебательному квантовому числу, то в гармоническом 

приближении он очевидно: 

     1 if vvv . 

Следует, однако, иметь в виду, что вследствие существенного ангармонизма молекуляр-

ных колебаний это правило является приближенным и легко нарушается даже в диполь-

ном приближении. 

 Перейдем теперь к рассмотрению электромагнитных переходов между различ-

ными электронными состояниями молекулы. При таких переходах автоматически изме-

няется и состояние ядерной подсистемы молекулы. Поэтому обычно говорят об элек-

тронно – колебательно - вращательном переходе. Такие переходы возможны как в гомо-, 

так и в гетероядерных молекулах. Вследствие ортогональности электронных волновых 

функций 0),(),( )()(  RrRr e

i

e

f


 из (18.45) получим 

   RdRRdRdDdd N
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fi
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ffi
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  )()()( )()(*)()()()(  ,           (18.48) 

где  

     rdRrdRrRd e

i

ee

f

e

fi


  ),(),()( )()(*)()(               (18.49) 

- матричный элемент электронного дипольного момента системы, который параметри-

чески зависит от межъядерного расстояния. Полученное выражение имеет очень про-

стой физический смысл. Матричный элемент электронного дипольного момента, кото-

рый в атомах есть некоторое число, в случае молекулярной системы зависит от межъя-

дерного расстояния и должен быть дополнительно усреднен по ядерной координате. 

 При анализе матричного элемента (18.49), описывающего электронный переход, 

следует иметь в виду, что до сих пор мы не принимали во внимание наличие спина элек-

тронной подсистемы молекулы и оперировали только координатной частью волновой 

функции. Мы помним, что полная волновая функция системы может быть построена, 

как произведение координатной и спиновой части волновой функции, причем симмет-

ричной относительно перестановки электронов местами координатной части соответст-

вует антисимметричная спиновая часть и наоборот. Как следствие этого утверждения, 

возникает правило отбора по спину – запрет интеркомбинаций (Глава 12) 

    0S , 

то есть, как и в атомах, переходы разрешены между термами одинаковой мультиплетно-

сти. Аналогично, из (18.49) нетрудно получить правило отбора по квантовому числу  , 

определяющего проекцию электронного орбитального момента на ось молекулы: 

     1,0  . 

Как следствие этого правила, при анализе правила отбора по изменении вращательного 

квантового числа помимо сформулированного выше условия ( 1J ) возникает воз-

можность перехода без изменения вращательного квантового числа
23

. Поэтому оконча-

тельно для электронно – колебательно - вращательных переходов запишем  

                                                 
23

 В случае 0J  излучаемый фотон уносит момент из электронной подсистемы молекулы. 
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     1,0 J . 

 Мы уже отмечали, что матричный элемент электронного дипольного момента 

молекулы (18.49), как правило, является плавной функцией. Поэтому величину 

constdRd e

fi  0

)( )(


 можно вынести из-под знака интеграла в (18.48). Тогда получим 

)()(~ )()( RRFd N

i

N

ffifi 


,    (18.50) 

то есть матричный элемент перехода 

пропорционален интегралу перекры-

тия ядерных волновых функций, опи-

сывающих начальное и конечное со-

стояние ядерной подсистемы и при-

надлежащих различным электронным 

термам молекулы. Интеграл перекры-

тия fiF  называют фактором Франка – 

Кондона
24

, квадрат его модуля опре-

деляет вероятность заселения колеба-

тельных уровней электронного терма 

молекулы, в которое происходит 

электронно – колебательно - враща-

тельный переход. Физический смысл 

полученного выражения заключается 

в следующем. Можно предполагать, 

что электромагнитный переход про-

исходит при неизменном межъядер-

ном расстоянии, причем вероятность 

этого перехода максимальна, если ядерные волновые функции начального и конечного 

состояний локализованы в одной и той же области пространства, что обеспечивает мак-

симально возможное значение фактора Франка – Кондона. Сформулированное утвер-

ждение называют принципом Франка и Кондона. 

 Рассмотрим несколько примеров, иллюстрирующих принцип Франка – Кондона. 

На рис.18.19 изображены два электронных терма молекулы, причем для них равновес-

ные межъядерные расстояния и колебательные кванты примерно совпадают
25

. Тогда при 

переходе с одного терма на другой значение колебательного квантового числа меняться 

будет незначительно. При этом переход с одного терма на другой надо рисовать в виде 

вертикальной линии, соединяющей классические точки поворота, если переход осуще-

ствляется между возбужденными колебательными состояниями молекулы. Если же пе-

реход происходит между основными колебательными состояниями молекулы, то его 

следует изображать линией, проведенной при равновесном значении межъядерного рас-

                                                 
24

 E. Condon (1902 - 1974) – американский физик. Фактором Франка – Кондона иногда называют также 

квадрат модуля введенного нами интеграла перекрытия.  
25

 Про такие термы говорят, что они хорошо вложены друг в друга. 

 
Рис.18.19. Электромагнитный переход между двумя 

электронными состояниями молекулы. 

Случай хорошо «вложенных» термов. 
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стояния
26

. Другая ситуация пред-

ставлена на рис.18.20. В этом случае 

равновесные расстояния между яд-

рами различны. Как видно, в такой 

ситуации при переходе с терма на 

терм происходит существенное из-

менение колебательного квантового 

числа, описывающего состояние мо-

лекулы. При этом переходы «1» 

(возбуждение) и «2» (излучение) ил-

люстрируют возможность колеба-

тельного возбуждения молекулы, 

осуществляемое через выше лежа-

щий электронный терм. В гомоядер-

ных молекулах, где переходы в пре-

делах одного электронного терма 

запрещены, такой способ возбуждения колебательных состояний молекулы электромаг-

нитным полем оказывается единственным.  

 В качестве еще одного при-

мера на рис.18.21 приведена картин-

ка, иллюстрирующая процесс фото-

ионизации молекулы 2X . Равновес-

ное межъядерное расстояние в моле-

кулярном ионе 

2X  больше, чем в 

молекуле 2X . Поскольку переход с 

терма на терм происходит при неиз-

менном межъядерном расстоянии, 

минимальная энергия кванта  , не-

обходимая для фотоионизации сис-

темы оказывается существенно 

больше потенциала ионизации iI  

(см. рис.18.21). 

 

Задачи. 

18.1.   Определить электростатический потенциал, создаваемый атомом водорода, нахо-

дящемся в основном состоянии, в пустом пространстве. 

18.2. Электрон находится в потенциале (сферическая система координат) ),(  rVV . 

Написать общее выражение для волновой функции состояния с точно определен-

                                                 
26

 Это связано с тем, что в возбужденных колебательных состояниях квадрат модуля ядерной волновой 

функции достигает максимального значения вблизи классических точек поворота, в то время как для ос-

новного колебательного состояния максимальное значение плотности вероятности соответствует положе-

нию равновесия.  

 
Рис.18.21. Ионизация двухатомной молекулы. 

 
Рис.18.20. Электронно-колебательный переход 

в двухатомной молекуле. 
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ным значением проекции момента количества движения на ось симметрии систе-

мы. Может ли такое состояние быть стационарным? 

18.3.  Простейшая модель электронной подсистемы 

молекулы: электрон находится в двуямном по-

тенциале, представленном на рисунке. Считая, 

что 12 22

0 amV  и 12 22

0 bmV , опреде-

лить уровни энергии и волновые функции двух 

нижних стационарных состояний. Нарисовать 

график зависимости электронной энергии от 

расстояния между центрами потенциальных ям 

baR  . 

18.4. Определить молекулярные термы, которые мо-

гут образовать атомы O и Н, C и N, C и O, нахо-

дящиеся в основном состоянии. 

18.5.  Исходя из соотношения неопределенностей, оценить минимальный размер облас-

ти локализации ядерного волнового пакета и энергию нулевых колебаний в по-

тенциале Морзе  2

0 )(exp(1)( RRDRV  , 10 R .  

18.6.  Молекулярный терм задается выражением  RRRRDRVeff 0

22

0 2)(  . Найти 

колебательно-вращательный спектр молекулы. 

18.7.  Считая степень колебательного возбуждения малой, решить предыдущую задачу 

в приближении гармонических колебаний. 

18.8.  В двухатомной молекуле происходит электромагнитный переход из основного 

колебательного состояния возбужденного электронного терма на нижележащий 

электронный терм. Определить вероятность колебательного возбуждения моле-

кулы, если энергии колебательных квантов на обоих термах одинаковы, а равно-

весное межъядерное расстояние на верхнем терме в два раза больше, чем на ниж-

нем терме gRR 2*  . Колебания молекулы в обоих электронных состояниях счи-

тать гармоническими. 

18.9.  Определить вероятность колебательного возбуждения молекулы NaCl при вне-

запном включении внешнего однородного постоянного электрического поля с 

напряженностью 610E  В/см, направленного вдоль оси молекулы. В начальный 

момент времени молекула находилась в основном колебательном состоянии. По-

стоянная квазиупругой силы 51001.1 k  дн/см, равновесное расстояние между 

ядрами 361.20 R  Å. Колебания считать гармоническими. 

18.10.  Оценить характерное время жизни относительно электромагнитного перехода 

колебательно-возбужденной молекулы NaCl. Колебания молекулы считать гар-

моническими.  

18.11. Определить теплоемкость разреженного газа, состоящего из двухатомных моле-

кул. Молекулы считать гармоническими осцилляторами. 

18.12. Теплоемкость молекулярного водорода H2 при температуре 1000T  К равна 

kCv 7.2  ( k  - постоянная Больцмана). Определить теплоемкость молекулярного 

дейтерия D2 при той же температуре. 

18.13.  В твердом теле потенциальная энергия межатомного взаимодействия в зависимо-

сти от расстояния между атомами R  определяется выражением 

  20 )(exp1)( RRDRV  . Определить коэффициент теплового линейного 
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расширения твердого тела. Сделать численную оценку для 4D  эВ, 20 R  Å, 

710  см
-1

. 
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Приложение 1. Эрмитовы операторы. 

 С математической точки зрения набор всевозможных волновых функций, 

описывающих различные состояния частицы, образует линейное пространство   , а 

операторы физических величин есть линейные операторы, действующие в этом про-

странстве и преобразующие по некоторому закону элементы (векторы) этого простран-

ства 

     Â ,      (П1.1) 

причем  , . 

 В линейном пространстве задано скалярное произведение двух векторов   и  , 

определяемое следующим образом 

      dxxx )()(* .     (П1.2) 

Очевидно, введенное нами скалярное произведение удовлетворяет следующим требова-

ниям: 

  0 , причем знак равенства достигается только для 0 , 

  
*

 .        (П1.3) 

Два вектора называются ортогональными, если 0 . 

Заметим, что с учетом определения (П1.2) условие нормировки волновой функции и вы-

ражение для определения среднего значения наблюдаемой физической величины могут 

быть записаны в виде: 

    1 ,       (П1.4) 

     AA ˆ .      (П1.5) 

 Введем понятие оператора Â , сопряженного оператору Â , с помощью следую-

щего соотношения: 

     AA ˆˆ .      (П1.6) 

Оператор Â , для которого AA ˆˆ  , называется самосопряженным, или эрмитовым опе-

ратором. 

 Докажем теперь следующее утверждение: Операторы физических величин явля-

ются эрмитовыми.  

 Справедливость этого утверждения следует из следующих рассуждений. Изме-

ряемые эксперименте физические величины могут принимать только действительные 

значения. Поэтому 

    
*

ˆˆ  AA .      (П1.7) 

С другой стороны, из (П1.3) имеем 
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     AA
*

ˆ .      (П1.8) 

Сравнивая (П1.7) и (П1.8), находим 

     AA ˆˆ ,   

 т.е.  AA ˆˆ . 

 Иногда в квантовой механике рассматриваются и неэрмитовы операторы. Однако, 

можно утверждать, что такому оператору не может быть поставлена в соответствие из-

меряемая физическая величина.  

Приложение 2. Прохождение потока частиц через прямоугольный 

потенциальный барьер. 

Рассмотрим задачу о прохождении потока частиц с энергией E  через прямо-

угольный потенциальный барьер высотой 0V  и шириной a  (см. рис.П.1).  

Рассмотрим сначала состояние свободной 

частицы в виде плоской волны де Бройля.  

 )exp()( ikxAx  .  (П2.1) 

Вычисление плотности тока вероятности для со-

стояния (П2.1) дает 

  vA
m

k
Aj

22



.  (П2.2) 

Полученное соотношение позволяет интерпретиро-

вать состояние (П2.1) как состояние, описывающее 

поток частиц движущихся в положительном направлении оси x  со скоростью mkv   

и с плотностью частиц в потоке (в одномерном случае - числом частиц на единицу дли-

ны), равной 
2

A . Аналогичное вычисление плотности тока вероятности для состояния  

    )exp()exp()( ikxBikxAx      (П2.3) 

дает 

    vBvAj
22

 .      (П2.4) 

В данном случае можно, очевидно, говорить о состоянии, описывающем встречные по-

токи частиц, причем величины 
2

A  и 
2

B  определяют плотности частиц в потоке. 

 Перейдем теперь к задаче о туннелировании через прямоугольный потенциаль-

ный барьер. Запишем стационарное уравнение Шредингера в каждой из областей непре-

рывности потенциала (см. рис.П.1) 

   области I,III  


 E
dx

d

m 2

22

2


, 

область II  


 EV
dx

d

m
02

22

2


. 
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Мы можем рассмотреть две возможности: 0VE  , что соответствует туннелированию 

через потенциальный барьер, и 0VE  , что соответствует надбарьерному движению час-

тицы.  

Более подробно остановимся на случае туннелирования. Вводя 22 2 mEk   и 

2

0

2 )(2 EVm  , перепишем уравнение Шредингера в виде: 

   области I,III  02   k , 

область II  02   . 

Решения этих уравнений запишем в виде 

   область I  )exp()exp()( ikxBikxAx III  , 

область II  )exp()exp()( xBxAx IIIIII  , (П2.5) 

область III  )exp()( ikxAx IIIIII  . 

Общее решение (П2.5) означает, что в области I существуют падающий на барьер и от-

раженный от него потоки частиц. При этом величину падающего потока следует считать 

заданной величиной. Что касается области III, то мы полагаем, что в этой области суще-

ствует только прошедший через потенциальный барьер поток. Таким образом, мы имеем 

четыре коэффициента IIIIIIII ABAB ,,,  (коэффициент IA  определяет число частиц в па-

дающем потоке и может быть выбран произвольно), для которых из условий непрерыв-

ности волновой функции и ее первой производной в точках разрыва потенциала легко 

получить четыре уравнения.  

 Вероятности прохождения (туннелирования) частицы через потенциальный барь-

ер D  и отражения от него R  определим следующим образом  

   
0j

j
D tr ,        

0j

j
R

refl
 .      (П2.6) 

Здесь trj  и reflj  - прошедший и отраженный от потенциального барьера потоки частиц, а 

0j  - падающий на барьер поток. Поскольку слева и справа от барьера скорости частиц в 

рассматриваемом случае одинаковы, из выражения (П2.6) получаем 

   
2

2

0 I

IIItr

A

A

j

j
D  ,  

2

2

0 I

Irefl

A

B

j

j
R  ,     (П2.7) 

т.е. значения коэффициентов прохождения и отражения определяются в конечном счете 

амплитудами плоских волн, входящих в выражение (П2.5).  

 Мы не будем здесь подробно анализировать уравнения для коэффициентов 

IIIIIIII ABAB ,,, , а сразу запишем решение. Для вероятности туннелирования получим: 

    
  222222

22

4

4






kashk

k
D .    (П2.8) 

В важном частном случае 1a  имеем 12)exp()(  aash . Поэтому выражение 

для вероятности туннелирования можно переписать в виде: 
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   )2exp(
4

2

22
a

k

k
D 












 .      (П2.9) 

С экспоненциальной точностью имеем: 

   







 aEVmaD )(2

2
exp)2exp(~ 0


,             (П2.10) 

что совпадает с общей формулой (5.2) для случая потенциального барьера прямоуголь-

ной формы.  

Приложение 3. Полиномы Эрмита. 

Полиномы Эрмита могут быть определены с помощью соотношения 

  )exp()exp()1()( 22 



n

n
n

n
d

d
H .    (П3.1) 

Они также могут быть определены как коэффициенты разложения в ряд Тейлора 

функции )2exp(),( 2ttt  : 

   





0 !

)(),(
n

n

n
n

t
Ht .     (П3.2) 

Функция ),( t  называется производящей функцией полиномов Эрмита.  

 Полиномы Эрмита удовлетворяют следующему дифференциальному уравнению 

   0)(2)(2)(  nnn nHHH .     (П3.3) 

Условие ортогональности полиномов Эрмита 

     mn

n

nm ndHH 




!2exp)()( 2 .    (П3.4) 

Полиномы Эрмита удовлетворяют следующим рекуррентным соотношениям 

   )(
2

1
)()( 11   nnn HnHH ,     (П3.5) 

    )(2)( 1  nn nHH .      (П3.6) 

Первые несколько полиномов Эрмита имеют следующий вид 

  1)(0 H ,  2)(1H ,  24)( 2

2 H , 

   128)( 3

3H ,  124816)( 24

4 H .   (П3.7) 

Приложение 4. Сферические функции. 

 Сферические функции могут быть определены как ограниченные решения задачи 

на собственные значения угловой части оператора Лапласа 

    0),(),(  mm YY  .    (П4.1) 
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Здесь )1(    -собственное значение,   - любое целое неотрицательное число, т.е. 

,...2,1,0 , а m  пробегает целочисленный набор значений от   до  : 

 ,...2,1,0m , всего 12   значений.  

Общее представление для mY  имеет следующий вид 

    )exp()(cos),( )(  imPY m

m  ,    (П4.2) 

где )(cos)( mP  - присоединенный полином Лежандра. В частном случае 0m  присое-

диненные полиномы превращаются в обычные полиномы Лежандра )(cosP .  

Присоединенные полиномы Лежандра )()( xP m

  и полиномы Лежандра )(xP  определя-

ются следующими выражениями 

     







1
!2

1
)( 2  x

dx

d
xP ,     (П4.3) 

      )(1)(
22)( xP

dx

d
xxP

m

m
mm

  .    (П4.4) 

Явные выражения для первых нескольких полиномов Лежандра имеют вид: 

  1)(0 xP , xxP )(1 , )13(
2

1
)( 2

2  xxP , )35(
2

1
)( 3

3 xxxP  .  (П4.5) 

Приведем также явные выражения для первых нескольких сферических функций: 

1),(00 Y ,    cos),(10Y ,   )exp()sin(),(1,1  iY ,   )1)(cos3(
2

1
),( 2

0,2 Y , 

 )exp()cos()sin(3),(1,2  iY , )2exp()(sin3),( 2

2,2  iY .  (П4.6) 

 Введенные нами сферические функции удовлетворяют следующему условию 

нормировки 

     ''

*

'' )sin(),(),( mmmmm NddYY  .   (П4.7) 

Здесь  

    
)!(

)!(

12

4

m

m
N m















 .     (П4.8) 

В тексте пособия мы будем использовать нормированные на единицу сферические 

функции, т.е. 

      1),(
2
dY m .      (П4.9) 

Такие функции отличаются от введенных ранее умножением на численный множи-

тель
)!(

)!(

4

12

m

m












. 

Рекуррентное соотношение для присоединенных полиномов Лежандра 

)(
12

1
)(

12
)( )(

1

)(

1

)( xP
m

xP
m

xxP mmm










 








.            (П4.10) 
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 Важная формула 














































.),,(),(
12

14

,),,(),(
12

14

1

21

,

2211

*

2

1

2

21

,

2211

*

1

2

1

21

rrYY
r

r

r

rrYY
r

r

r

rr

m

mm

m

mm














           (П4.11) 

Здесь  11,  и  22 ,  полярный и азимутальный углы векторов 1r


 и 2r


. 

Приложение 5.  Момент количества движения в многоэлектрон-

ном атоме. 

Рассмотрим гамильтониан двухэлектронного атома с учетом взаимодействия ме-

жду электронами 

   1221
ˆˆˆˆ VHHH  ,       (П5.1) 

где 1Ĥ , 2Ĥ  - одноэлектронные гамильтонианы, учитывающие взаимодействие каждого 

из электронов с ядром, 12

2

12
ˆ reV   - оператор межэлектронного взаимодействия. Пока-

жем теперь, что оператор квадрата полного орбитального момента системы 
2

21

2 ˆˆˆ 





  





L  коммутирует с оператором Гамильтона (П5.1), то есть в стационарных 

состояниях системы квадрат полного момента системы имеет точно определенное зна-

чение. Для доказательства утверждения нам достаточно убедиться, что коммутатор  
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.       (П5.2) 

Очевидно, оператор L
̂

 коммутирует с каждым из одночастичных гамильтонианов, вхо-

дящих в (П5.1). Поэтому нам достаточно удостовериться, что 01,
ˆ

12 




 rL
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. Рассмотрим 

равенство 
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где f  - произвольная дифференцируемая функция.  

 Для одной из компонент, например, x  - компоненты момента имеем 
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Из соображений симметрии следует, что  

    )(')(2)(,ˆ 2
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2
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rfyzzyirfx  . 

Объединяя два последних равенства, получаем  

      0)(,ˆ 2

12 rfLx .      (П5.3) 
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Аналогично, получаем, что равенство (П5.3) справедливо и для двух других компонент 

полного момента, т.е. 

    0)(,
ˆ 2

12 




 rfL


. 

Выбирая  1)(f , заключаем, что 
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 rL
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. 

Поэтому окончательно имеем 
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 Можно также доказать, что в рассматриваемых условиях 

    0ˆ,
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где 21
ˆˆˆ
ssS


  - оператор полного спинового момента двух электронов. 

 Оба утверждения (П5.4) и (П5.5) справедливы и для произвольного количества 

электронов. Поэтому можно утверждать, что в многоэлектронном атоме при учете элек-

тростатического взаимодействия между электронами можно найти стационарные со-

стояния с точно определенными значениями орбитального и спинового моментов элек-

тронной оболочки. Набор таких состояний образует атомный терм в приближении LS  - 

связи (см. Глава 11). 

Приложение 6. Расчет энергии электростатического взаимодейст-

вия двух атомных электронов. 

 Вычислим кулоновскую энергию взаимодействия двух электронов, находящихся 

в основном состоянии в гелиоподобном ионе с зарядом Z : 
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Используя разложение 211 rr


  по сферическим функциям (см. П4.11) и учитывая, что 

функции s - состояний являются сферически симметричными, а  

0),(),(),( 00    dYYdY mm   ( 0,0  m ), 

 получим, что при интегрировании по угловым координатам первого и второго электро-

на в сумму по   и m  даст ненулевой вклад только слагаемое с 0 , 0m :  
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Аналогично могут быть вычислены кулоновский и обменный интегралы для возбужден-

ных атомных состояний. 
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 Приложение 7. Электронные термы в конфигурациях np
2
 и npn’p. 

 Рассмотрим задачу о построении волновых функций термов конфигураций из 

двух эквивалентных и двух неэквивалентных p - электронов 2np  и pnpn' . Полная вол-

новая функция системы может быть представлена в виде произведения пространствен-

ной и спиновой волновых функций  

    ),(),(),( 212121  rr


 ,    (П7.1) 

причем она должна быть антисимметричной относительно перестановки электронов 

местами. Это значит, что пространственная часть волновой функции является симмет-

ричной, а спиновая - антисимметричной, или, наоборот, пространственная часть - анти-

симметричной, а спиновая – симметричной: 

    ),(),(),( 212121  AS rr


 ,    (П7.2) 

 ),(),(),( 212121  SA rr


 .    (П7.3) 

Набор спиновых волновых функций с требуемыми свойствами симметрии был построен 

в Главе 11 и имеет следующий вид  

   

 

  ,0,0,
2

1
),(

,1,1,),(

,0,1,
2

1
),(

,1,1,),(

21

21

21

21









SA

SS

SS

SS

MS

MS

MS

MS

 

Три симметричных волновых функции образуют набор состояний с суммарным спином 

1S  и проекцией на выделенную ось z  равной 1,0 SM . Антисимметричное состоя-

ние, образует синглет, для него 0S и 0SM . 

 Наша задача теперь из одноэлектронных волновых функций вида 

),()()( 11  mn YrRr  построить пространственные волновые функции двухэлектронной 

системы с различной симметрией. 

 Начнем с построения симметричной относительно перестановки электронов мес-

тами пространственной волновой функции. Нетрудно видеть, что для mmm  21  сим-

метричные волновые функции записываются в виде 

  ),(),()()(),( 221111211121  mmnnS YYrRrRrr


,            1,0 m . (П7.4) 

Кроме того, возможны еще три симметричных состояния, которые построены из функ-

ций с 21 mm  . Эти состояния имеют следующий вид 
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 ),(),(),(),(
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1
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
.            (П7.7) 

Таким образом, имеется всего шесть симметричных относительно перестановки коорди-

нат электронов местами функций с величиной суммарной проекции орбитального мо-

мента 21 mmM   соответственно равной 2,0 M  (см. (П7.4)) и 1,0 M  (см. (П7.5)-

(П7.7)). Поскольку мы имеем состояние с 2M , значит у нас имеется D1  - терм. Это 

терм включает в себя пять волновых функций с 2,1,0 M . Остается еще одна волно-

вая функция с 0M . Ее следует отнести к терму S1 . 

 Справедливость полученного решения может быть проверена непосредственно 

действием оператора 
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L  на построенные волновые функции. Действитель-

но, введем обозначения 
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Для вычисления результата действия оператора 2L̂  на состояния (П7.8-11) запишем опе-

ратор 2L̂  в виде  yyxxzzL 212121

2

2
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
  . Прямым вычисле-

нием (его можно провести в декартовой системе координат) нетрудно проверить, что 

функции 2,2  ML  и 1,2  ML  являются собственными функциями операто-

ра 2L̂ , соответствующими квантовому числу суммарного момента 2L . То есть эти 

функции действительно являются компонентами D  - терма, соответствующие проекци-

ям 2,1M . Что касается функции D  - терма, соответствующей проекции 0M , то 

можно убедиться, что она является линейной суперпозицией состояний 
1

0M  и 

2
0M , причем 
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Аналогично, для S - терма имеем 
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0,0  MMML              (П7.14) 

Подведем теперь итоги: в конфигурации 2np  имеются синглетные термы S1  и D1 . Со-

ответствующие им волновые функции записываются в виде 
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Перейдем теперь построению пространственных функций, принадлежащих триплетным 

термам, т.е. являющихся антисимметричными относительно перестановки электронов 

местами. Мы можем построить всего три таких состояния: 
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Аналогично предыдущему случаю можно убедиться, что функции  
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есть собственные функции оператора 2L̂ , соответствующие значению орбитального 

квантового числа 1L . Таким образом, имеем триплетный терм P3 , которому принад-

лежат следующие волновые функции 
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Итак, волновые функции всех термов S1 , D1  и P3  построены.  

 Перейдем теперь к анализу конфигурации двух неэквивалентных p  - электронов, 

для определенности конфигурации pp32 . Мы знаем, что в этой конфигурации помимо 

термов S1 , D1  и P3  еще существуют термы P1 , S3 , D3 . Как можно понять появление 

этих дополнительных термов? В конфигурации неэквивалентных электронов у нас воз-

никает дополнительная «степень свободы». Мы можем выбирать не только угловые, но 

и радиальные функции в виде симметричной или антисимметричной комбинации одно-

электронных радиальных функций: 
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Поэтому возможны следующие комбинации радиальной, угловой и спиновой волновых 

функций, образующих атомный терм:  

   ),(,),(),( 212121  MLrr  

  1)   S  S A   SD1 , 

  2)   S A S  P3 . 

Эти две комбинации мы уже рассмотрели. Соответствующие функции задаются выра-

жениями (П7.15,16,19), в которых в качестве радиальной функции стоит симметризо-

ванная комбинация (П7.20). Однако теперь появляются еще две комбинации, в которых 

радиальная волновая функция является антисимметричной, а симметрия угловой и спи-

новой функций совпадают.  

   ),(,),(),( 212121  MLrr  

  3)   A S S 

  4)   A A A. 

Легко видеть, что в случае 3) реализуются термы SD3 , а в случае 4) - P1 . Волновые 

функции, принадлежащие этим термам есть: 

   




















2

1
0,0),( 21

3 MLrrS A ,            (П7.22) 

   




















2

1
2,1,0,2),( 21

3 MLrrD A ,            (П7.23) 

   





2

1
1,0,1),( 21

1 MLrrP S .            (П7.24) 

 Приложение 8. Основы общей теории взаимодействия квантовой 

системы с электромагнитным полем. 

 В классической электродинамике показывается, что в произвольном электромаг-

нитном поле функция Гамильтона заряженной частицы есть 
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где ),( tr


  и ),( trA


 - скалярный и векторный потенциалы электромагнитного поля. На-

пряженности электрического и магнитного полей выражаются через потенциалы сле-

дующим образом: 
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Поле электромагнитной волны удобно описывать в кулоновской калибровке потенциа-

лов 

   0Adiv


,       (П8.3) 

полагая, что скалярный потенциал тождественно равен нулю. Тогда напряженности 

электрического и магнитного полей определяются как 
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В квантовой теории функция Гамильтона частицы превращается в гамильтониан части-

цы, взаимодействующей с электромагнитным полем. В кулоновской калибровке тогда 

имеем 
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Перепишем (П8.5) в виде 
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Отметим, что поскольку векторный потенциал есть функция пространственной коорди-

наты, то, вообще говоря, pAAp ˆˆ 
 . Вычисление коммутатора ],ˆ[ Ap


 дает 
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 и (П8.6) мы можем переписать в виде 
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Как видно, оператор  
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мы можем назвать оператором взаимодействия квантовой системы с электромагнитным 

полем. 

 Динамика квантовой системы в этом случае описывается уравнением Шрединге-

ра 
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 В важном частном случае
1
, который называется дипольным приближением, и 

предполагает нерелятивистский характер квантовой системы, а также, что размер систе-

мы мал по сравнению с длиной волны, мы можем пренебречь зависимостью векторного 

                                                 
1
 Более подробно см. Главу 12. 
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потенциала от пространственной координаты и считать, что )(tAA


 . В этом случае 

магнитное поле обращается в ноль, а электрическое поле волны становится пространст-

венно однородным.  

 В главе 12 при описании взаимодействия атомной системы с полем электромаг-

нитной волны оператор взаимодействия был записан в другом виде 
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где d
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 - оператор дипольного момента. Мы покажем сейчас, что две этих формы опера-

тора взаимодействия эквивалентны друг другу, и с помощью некоторого унитарного 

преобразования
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  от уравнения Шредингера с оператором взаимодейст-

вия pAŴ  можно перейти к уравнению Шредингера с оператором взаимодействия dEŴ . 
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Подставим выражение (П8.11) в уравнение (П8.8). Учитывая, что 
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а также  
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для функции ),( trdE


  получим: 
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где  
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Таким образом, в дипольном приближении эквивалентность записи операторов взаимо-

действия квантовой системы с полем электромагнитной волны (П8.8) и (П8.10) доказана. 

Эти два представления иногда называют выражениями для оператора взаимодействия в 

pA - и dE - калибровках, или в калибровках скорости и длины. Какой из калибровок 

пользоваться при решении конкретной задачи, как правило, это вопрос удобства. Важно, 

                                                 
2
 Унитарным называется оператор, для которого ISS ˆˆˆ 

, где Î  - единичный оператор. 
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однако, понимать, что, если волновая функция является лишь приближенным решением 

уравнения Шредингера, использование калибровок длины и скорости может приводить 

к разным результатам.  

В заключение отметим, что представление взаимодействия в виде (П8.10) спра-

ведливо только в дипольном приближении. Вне рамок дипольного приближения необ-

ходимо всегда использовать оператор взаимодействия в виде (П8.8). 

Приложение 9. Расчет вероятности спонтанного перехода 2p -> 1s 

в водородоподобном ионе.  

Вероятность спонтанного перехода в единицу времени в электрическом диполь-

ном приближении определяется коэффициентом Эйнштейна fiA , который может быть 

вычислен как 
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Заметим, что состояние 2p в водородоподобном ионе является вырожденным по проек-

ции орбитального момента. Из центральной симметрии задачи следует, что вероятность 

спонтанного перехода не должна зависеть от магнитного квантового числа, а из того, что 

оператор электрического дипольного момента не зависит от спина, следует и спиновая 

независимость вероятности спонтанного перехода. Таким образом, при вычислении ко-

эффициента Эйнштейна fiA  нам достаточно рассмотреть переход из состояния с одним 

значением m , например, 0m  в 1s-состояние. Матричный элемент оператора ди-
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  rpsfi eYYdddrrrRrRed


),(),(sin)()( 10

*

00

2

000

3

21  


, 

где  cossinsincossin zyxr eee
r

r
e





 - единичный вектор в направлении ради-

ус-вектора. Соответствуюшие радиальные и угловые части волновых функций для водо-

родоподобного иона выглядят следующим образом: 
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Из трёх слагаемых в интеграле по углам в fid


 отлична от нуля только z-компонента. 

Подставляя в выражения для fid


 волновые функции и произведя интегрирование, полу-

чим   
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Частота перехода есть  4/3/)2/11( 222 RyZRyZ  . Подставим полученные 

значения в формулу для fiA : 
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Для атома водорода ( 1Z ) имеем 81028.6 fiA  с
-1

, или 91 106.1   fiA с. Отметим, 

что классическая теория качественно правильно описывает время жизни атома в возбу-

жденном состоянии, в том числе, зависимость вероятности перехода от заряда ядра. 

Приложение 10. Силы Ван-дер-Ваальса. 

 Покажем, что вне зависимости от сил, приводящих к образованию химической 

связи, между любыми
3
 атомами (молекулами) на больших (по сравнению с атомным 

размером) расстояниях действуют слабые силы притяжения, известные как силы Ван-

дер-Ваальса
4
. Казалось бы, дальнодействующий характер сил между атомами может 

быть обусловлен их диполь-дипольным взаимодействием (или взаимодействием диполь 

- наведенный диполь). Однако, все атомы (кроме атома водорода) в стационарных со-

стояниях характеризуются нулевым значением дипольного момента, а потому сил взаи-

модействия между удаленными атомами возникать не должно. Как мы увидим, универ-

сальный характер этих сил имеет чисто квантовую природу и обусловлен нулевыми ко-

лебаниями атомных дипольных моментов.  

Рассмотрим следующую модель. Пусть имеются два атома (линейных осциллято-

ра), удаленных друг от друга на расстояние R . Пусть колебания электронов происходят 

в направлении прямой, со-

единяющей атомы, а 1x  и 2x  

- их смещения относительно 

положения равновесия (рис. 

П10), причем Rxx 21, . 

Пусть также 0  - частота 

колебаний атомных электронов. Запишем потенциальную энергию системы в виде 
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3
 Доказательством этого является тот факт, что при низких температурах любой газ переходит в конденси-

рованное состояние, то есть его атомы удерживаются друг возле друга силами притяжения. 
4
 J. D. van der Waals (1837 - 1923) – голландский физик. Нобелевская премия (1910) «За работу, посвящён-

ную уравнению состояния газов и жидкостей». 

 
Рис. П10. Модель диполь-дипольного взаимодействия атомов. 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A3%D1%80%D0%B0%D0%B2%D0%BD%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5_%D0%92%D0%B0%D0%BD-%D0%B4%D0%B5%D1%80-%D0%92%D0%B0%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D1%81%D0%B0
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Таким образом, в рассматриваемом случае взаимодействие атомов представимо в виде 

взаимодействия двух диполей. Для функции Гамильтона имеем: 
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Вводя новые координаты  
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перепишем функцию Гамильтона в виде 
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Мы получили функцию Гамильтона двух независимых осцилляторов с частотами 
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Разлагая корень в ряд до второго порядка малости, имеем 
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С точки зрения квантовой теории основное состояние систем двух осцилляторов харак-

теризуется энергией  
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Мы видим, что энергия системы зависит степенным образом от межъядерного расстоя-

ния, причем потенциал взаимодействия есть 
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Это и есть потенциал, описывающий Ван-дер-Ваальсовское взаимодействие. Мы видим, 

что это взаимодействие обусловлено наличием нулевых колебаний атомных дипольных 

моментов. 

 В заключение отметим, что потенциал Леннарда-Джонса на больших расстояниях 

между атомами как раз и описывает силы Ван-дер-Ваальса. 
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Справочные данные 
 

Основные физические постоянные 

Скорость света в вакууме 1010998.2 c  см/с 

Гравитационная постоянная 81067.6 G  см
3
/г.с

2
 

Постоянная Больцмана 1610381.1 k  эрг/град 

Заряд электрона 1010803.4 e  абс. ед. 

Масса электрона 2710911.0 m  г 

Энергия покоя электрона 511.02 mc  МэВ 

Масса протона 2410673.1 M  г 

Энергия покоя протона 28.9382 Mc  МэВ 

Отношение масс протона и электрона 15.1836mM  

Объемная постоянная Стефана-Больцмана  

Поверхностная постоянная Стефана-

Больцмана 

151057.7   эрг/(см
3
 град

4
)  

51067.5   эрг/(с.см
2
.град

4
) 

Постоянная Планка 27100546.1   эрг.с 

h = 6.626 10
-27

 эрг.с 

Постоянная Ридберга (для бесконечной 

массы ядра) 
109737R  см

-1
 

Постоянная Ридберга (для атома водорода) 109677HR  см
-1

 

Ридберг 606.132 24  meRy  эВ 

Боровский радиус 822

0 10529.0


 mea   см 

Классический радиус электрона 1322 1082.2  mcere  см 

Комптоновская длина волны электрона 1010426.22  mce   см 

Постоянная тонкой структуры 036.13712  ce   

Магнетон Бора 20

0 10927.02  mce эрг/Гс 

Ядерный магнетон 2410051.52  MceN  эрг/Гс 
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Некоторые интегралы 

 

1. 


























.4,9.24

,3,15

,2,405.2

,1,6

1 4

2

0

n

n

n

n

e

dxx
x

n

 

2. !)exp(
0

ndxxxn 


, 0n  - целое. 

3. Интеграл Пуассона  




dxx )exp( 2 . 

4.  -функция Эйлера       



0

1)( dxexp xp . 

)()1( ppp   ,       1)1()2(   ,     )21( . 

Полиномы Эрмита. 

1. Общее выражение для полиномов Эрмита: 

)()1()(
22 x

n

n
xn

n e
dx

d
exH  . 

В частности, 1)(0 xH , xxH 2)(1  , 24)( 2

2  xxH , xxxH 128)( 3

3  . 

Полиномы Эрмита )(xH n  являются решениями уравнения Эрмита: 

022
2

2

 nu
dx

du
x

dx

ud
 

и могут быть представлены в виде 











]2/[

0

2)2(
)!2(!

)1(
!)(

n

m

mn
m

n x
mnm

nxH . 

2. Нормировка и ортогональность 

mn

n

nm ndxxxHxH 




!2)exp()()( 2
. 

3. Рекуррентные соотношения для полиномов Эрмита 

)(
2

1
)()( 11 xHxnHxxH nnn   ,      )(2

)(
1 xnH

dx

xdH
n

n

 . 

4. Экспоненциальная производящая функция 







0

2

!
)()2exp(

n

n

n
n

t
xHtxt . 
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5. Асимптотическое поведение при больших значениях n : 








 








 






2
2cos

2

12
~)(2/2

nnx
n

xHe
n

n

x . 

6. Полиномы Эрмита как собственные функции преобразования Фурье: 

  )()2/exp()()2/exp( 22 kHkixHxF n

n

n  , 

где 

  



 dxxfikxxfF )()exp(

2

1
)( . 

Полиномы Лежандра. 

1. Общее выражение 










)1(
!2

1
)( 2  x

dx

d
xP . 

Присоединённые полиномы Лежандра определяются как 

)()1()( 2/2)( xP
dx

d
xxP

m

m
mm

  , ( 0m ), 










)1()1(
!2

1
)( 22/2)( 





x
dx

d
xxP

m

m
mm . 

Присоединённые полиномы Лежандра )()( xP m

  являются решениями уравнения 

Лежандра: 

0
1

)1(2)1(
2

2

2

2
2 










 u

x

m

dx

du
x

dx

ud
x  . 

2. Ортогональность 





,

1

1

)()(

)!)(12(

)!(2
)()( k

m

k

m

m

m
dxxPxP 








. 

3. Рекуррентное соотношение 

)(
12

)(
12

1
)( )(

1

)(

1

)( xP
m

xP
m

xxP mmm










 








. 

Сферические функции (сферические гармоники). 

1. Определение: 









 imm

m eP
m

m
Y )(cos

|)!|(

|)!|(

4

)12(
),( |)(|





. 
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Сферические гармоники – собственные функции угловой части оператора Лапласа  : 

),()1(),(  mm YY   . 

2. Ортонормированность: 

',',''

0

2

0

),(),(sin mmmm YYdd  

 

   . 

3. Теорема сложения 

Если x


 и y


 - два единичных вектора, задаваемых в сферической системе координат 

направлениями ),( 11   и ),( 22  , то 




 














m

mm YYyxP ),(),(
12

4
)( 2211 , 

где )( yxP


   - полином Лежандра степени  . 

4. Разложение 
21

1

rr



 по сферическим функциям 


















































m

mm

m

mm

rrYY
r

r

r

rrYY
r

r

r

rr
















.),,(),(
12

14

,),,(),(
12

14

1

212211

*

2

1

2

212211

*

1

2

1

21

 

Здесь ),( 11   и ),( 22   - полярный и азимутальный углы векторов 1r


 и 2r


. 

5. Разложение плоской волны по сферическим функциям 

 


 


0

* ),(),()(4)exp(









m

mkkm YYkrjirki , 

где kk  ,  и ,  - углы, задающие ориентацию векторов k


 и r


 в пространстве, 

)(j  - сферическая функция Бесселя.  

Явные выражения для нескольких сферических функций 




4

1
),(00Y ; 

)cos(
4

3
),(10 


Y , 



 



i

eY )sin(
8

3
),(1,1 ,  











 1)(cos3

2

1

4

5
),( 2

0,2Y , 

 





i
eY


  )cos()sin(3
24

5
),(1,2 ,  





i

eY
22

2,2 )(sin3
96

5
),(



  . 
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Цилиндрические функции Бесселя. 

1. Определения. 

Функция Бесселя 








 













0

2

2)1(!

)1(
)(

m

mm
x

mm
xJ , 

  - порядок функции Бесселя. 

Функции Бесселя являются решениями уравнения Бесселя 

0)( 22

2

2
2  ux

dx

du
x

dx

ud
x . 

Функция Неймана (функция Бесселя второго рода): 

)sin(

)()cos()(




 



xJxJ
Y . 

В случае целого   выражение следует понимать как предел по  . 

Функция Инфельда (модифицированная функция Бесселя первого рода): 

)(ixJiI 



  . 

Функция Макдональда (модифицированная функция Бесселя второго рода): 

)sin(

)()(

2 


 



xIxI
K . 

В случае целого   выражение следует понимать как предел по  . 

2. Интегральные представления: 




 



0

)sincos(
1

)( dxxJ , 




 



0

)()exp(
1

)( dchchxxK . 

3. Асимптотическое поведение. 

а) Малые значения аргумента при неотрицательных значениях порядка, 10  x : 



 











2)1(

1
)(

x
xJ , 





























 

.0,
2)(

,0),)2/(ln(
2

)(

x

x

xK  
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б) Большие значения аргумента, 4/12 x : 








 








42
cos

2
)( x

x
xJ , 

xe
x

xK 






2
)( . 

4. Формулы Якоби-Ангера 

,)exp()()cosexp( 





n

n

n inzJiiz   

5. Теорема сложения 

.)()()( 2121 





k

knkn zJzJzzJ  

6. Сферические функции Бесселя 

)(
2

)( 2/1 xJ
x

xj nn 


 , 

)(
2

)( 2/1 xY
x

xy nn 


 . 

Сферические функции Бесселя )(xjn  являются радиальными частями решений 

уравнения Гельмгольца для шара: 

0))1((2 2

2

2
2  unnx

dx

du
x

dx

ud
x . 

x

x

dx

d

x
xxj

n

n

n

sin1
)()( 








 , 

x

x

dx

d

x
xxn

n

n

n

cos1
)()( 








 . 

 В частности   

x

x
xj

)sin(
)(0  , 

x

x

x

x
xj

)cos()sin(
)(

21  , 

 
x

x
xn

)cos(
)(0  , 

x

x

x

x
xn

)sin()cos(
)(

21  . 
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Оператор Лапласа: 

1.  в декартовых координатах 

2

2

2

2

2

2
2

zyx 












 ; 

2. в цилиндрических координатах 

2

2

2

2

2

2 1
)(

1

zrr
r

rr 
















 ; 

3. в сферических координатах 

2

2

2222

2
2

sin

1
)(sin

sin

1
)(

1

























rr
r

rr
 

Волновые функции стационарных состояний водородоподобного иона 

1. Общий вид 

),()(),,(,,  mnmn YrRr  , 

где ),( mY  - сферические функции, 

)(rRn  - радиальные части волновых функций. 

)/2(
2

))((

)!1(2
)( 0

12

1

0

/

32

2/3

0

0 aZrL
na

Zr
e

n

n

na

Z
rR n

naZr

n































 









, 

Z  - заряд ядра атома, 0a  - боровский радиус, 

)(12

1 xLn






  -обобщённые полиномы Лагерра, определяемые как 

)()( xsq

s

s
qxq

s ex
dx

d
xexL  . 

В частности 

1)(0
0 xL , xxL 1)(0

1 , 1)(1
1 xL , 

20
2 42)( xxxL  , xxL 24)(1

2  , 2)(2
2 xL , 

320
3 9186)( xxxxL  , 21

3 31818)( xxxL  , 

xxL 618)(2
3  , 6)(3

3 xL . 

2. Выписанные в таком виде, радиальные части волновых функций подчинены условию 

нормировки 

1)(
0

22




drrrRn . 
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3. Несколько первых радиальных частей волновых функций водородоподобного иона: 

)/exp()/(2)( 0

2/3

010 aZraZrR  , 

)2/exp()2/1()2/(2)( 00

2/3

020 aZraZraZrR  , 

)2/exp(2/)2/(
3

2
)( 00

2/3

021 aZraZraZrR  , 

)3/exp()/(
27

2
/

3

2
1)3/(2)( 0

2

00

2/3

030 aZraZraZraZrR 







 , 

),3/exp(/
6

1
1)/()3/(

9

24
)( 000

2/3

031 aZraZraZraZrR 







  

)3/exp()/()3/(
1027

4
)( 0

2

0

2/3

032 aZraZraZrR  . 
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Структура энергетического спектра атома водорода
1
. 

 

 На прилагаемом рисунке приведены экспериментальные данные по положению s1 , 

s2  и p2  уровней атома водорода с учетом их тонкого и сверхтонкого расщепления а также 

лэмбовского сдвига.  

 

 
 

 

 

                                                           
1
 По данным M. I. Eides, H. Grotch, V. A. Shelyuto //  Physics Reports, V.342,  P.63 - 261, (2001) 
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Атомные массы, размеры, потенциалы ионизации, спектроскопические 

характеристики элементов периодической системы. 

Атом-

ный 

номер 

Элемент  Сим-

вол 

Атом-

ная 

масса 

Электрон- 

ная конфи-

гурация 

Осно-

вной 

терм 

Средний 

радиус, 

ед. 0a  

Потенциалы 

ионизации, (эВ) 

I II 

1 Водород H 1.008 1s 
2
S 1.5 13.599 - 

2 Гелий He 4.003 1s
2 1

S 0.927 24.588 54.418 

3 Литий Li 6.940 2s 
2
S 3.874 5.392 75.641 

4 Бериллий Be 9.013 2s
2 1

S 2.649 9.323 18.211 

5 Бор B 10.81 2p 
2
P 2.205 8.298 25.155 

6 Углерод C 12.011 2p
2 3

P 1.743 11.260 24.384 

7 Азот N 14.007 2p
3 4

S 1.447 14.534 29.602 

8 Кислород O 16.00 2p
4 3

P 1.239 13.618 35.118 

9 Фтор F 19.00 2p
5 2

P 1.085 17.423 34.971 

10 Неон Ne 20.179 2p
6 1

S 0.965 21.565 40.964 

11 Натрий Na 22.990 3s 
2
S 4.209 5.139 47.287 

12 Магний Mg 24.305 3s
2
 

1
S 3.253 7.646 15.035 

13 Алюминий Al 26.98 3p 
2
P 3.434 5.986 18.829 

14 Кремний Si 28.09 3p
2 3

P 2.788 8.152 16.346 

15 Фосфор P 30.974 3p
3 4

S 2.369 10.487 19.726 

16 Сера S 32.06 3p
4
 

3
P 2.069 10.360 23.338 

17 Хлор Cl 35.453 3p
5
 

2
P 1.842 12.968 23.814 

18 Аргон Ar 39.948 3p
6
 

1
S 1.663 15.760 27.630 

19 Калий K 39.10 4s 
2
S 5.244 4.341 31.626 

20 Кальций Ca 40.08 4s
2 1

S 4.218 6.113 11.872 

21 Скандий Sc 44.96 3d4s
2
 

2
D 3.96 6.562 12.800 

22 Титан Ti 47.90 3d
2
4s

2
 

3
F 3.766 6.74 13.58 

23 Ванадий V 50.94 3d
3
4s

2
 

4
F 3.607 6.74 14.66 

24 Хром Cr 51.996 3d
5
4s 

7
S 3.843 6.767 16.498 

25 Марганец Mn 54.94 3d
5
4s

2
 

6
S 3.349 7.434 15.640 

26 Железо Fe 55.85 3d
6
4s

2
 

5
D 3.242 7.870 16.188 
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27 Кобальт Co 58.93 3d
7
4s

2
 

4
F 3.144 7.864 17.083 

28 Никель Ni 58.70 3d
8
4s

2
 

3
F 3.055 7.637 18.169 

29 Медь Cu 63.55 3d
10

4s 
2
S 3.331 7.726 20.292 

30 Цинк Zn 65.38 3d
10

4s
2
 

1
S 2.898 9.394 17.965 

31 Галлий Ga 69.72 4s
2
4p 

2
P 3.424 5.999 20.515 

32 Германий Ge 72.59 4s
2
4p

2
 

3
P 2.904 7.899 15.934 

33 Мышьяк As 74.92 4s
2
4p

3
 

4
S 2.561 9.789 18.589 

34 Селен Se 78.96 4s
2
4p

4
 

3
P 2.309 9.752 21.16 

35 Бром Br 79.904 4s
2
4p

5
 

2
P 2.112 11.814 21.81 

36 Криптон Kr 83.80 4s
2
4p

6
 

1
S 1.952 14.000 24.359 

37 Рубидий Rb 85.47 5s 
2
S 5.632 4.177 27.28 

38 Стронций Sr 87.62 5s
2
 

1
S 4.633 5.695 11.030 

39 Иттрий Y 88.91 4d5s
2 2

D 4.300 6.217 12.24 

40 Цирконий Zr 91.22 4d
2
5s

2
 

3
F 4.078 6.634 13.13 

41 Ниобий Nb 92.91 4d
4
5s 

6
D 4.207 6.759 14.32 

42 Молибден Mo 95.94 4d
5
5s 

7
S 4.079 7.092 16.16 

43 Технеций Tc [98] 4d
5
5s

2
 

6
S 3.650 7.28 15.26 

44 Рутений Ru 101.1 4d
7
5s 

5
F 3.877 7.366 16.76 

45 Родий Ro 102.91 4d
8
5s 

4
F 3.795 7.46 18.08 

46 Палладий Pd 106.4 4d
10

 
1
S 1.533 8.336 19.43 

47 Серебро Ag 107.88 4d
10

5s 
2
S 3.656 7.576 21.484 

48 Кадмий Cd 112.41 4d
10

5s
2
 

1
S 3.237 8.994 16.908 

49 Индий In 114.82 5s
2
5p 

2
P 3.778 5.786 18.870 

50 Олово Sn 118.69 5s
2
5p

2 3
P 3.286 7.344 14.632 

51 Сурьма  Sb 121.75 5s
2
5p

3
 

4
S 2.952 8.608 16.53 

52 Теллур Te 127.60 5s
2
5p

4
 

3
P 2.701 9.010 18.6 

53 Иод I 126.90 5s
2
5p

5
 

2
P 2.502 10.451 19.131 

54 Ксенон Xe 131.30 5s
2
5p

6
 

1
S 2.338 12.130 21.21 

55 Цезий Cs 132.91 6s 
2
S 6.30 3.894 25.08 

56 Барий Ba 137.33 6s
2
 

1
S 5.25 5.212 10.004 

57 Лантан La 138.91 5d6s
2
 

2
D 4.93 5.577 11.06 

58 Церий Ce 140.12 4f5d6s
2 1

G 4.88 5.539 10.85 
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59 Празеодим Pr 140.9 4f
3
6s

2
 

4
I 5.06 5.473 10.55 

60 Неодим Nd 144.24 4f
4
6s

2
 

5
I 5.01 5.526 10.73 

61 Прометий Pm [145] 4f
5
6s

2
 

6
H 4.96 5.582 10.9 

62 Самарий Sm 150.4 4f
6
6s

2
 

7
F 4.91 5.644 11.07 

63 Европий Eu 151.96 4f
7
6s

2
 

8
S 4.86 5.670 11.24 

64 Гадолиний Gd 157.25 4f
7
5d6s

2
 

9
D 4.58 6.150 12.09 

65 Тербий Tb 158.93 4f
9
6s

2
 

6
H 4.77 5.864 11.52 

66 Диспрозий Dy 162.50 4f
10

6s
2
 

5
I 4.73 5.939 11.67 

67 Гольмий Ho 164.93 4f
11

6s
2
 

4
I 4.69 6.022 11.80 

68 Эрбий Er 167.26 4f
12

6s
2
 

3
H 4.65 6.108 11.93 

69 Тулий Tm 168.93 4f
13

6s
2
 

2
F 4.61 6.184 12.05 

70 Иттербий Yb 173.04 4f
14

6s
2
 

1
S 4.57 6.254 12.76 

71 Лютеций Lu 174.97 4f
14

5d6s
2
 

2
D 4.27 5.426 12.97 

72 Гафний Hf 178.49 5d
2
6s

2
 

3
F 4.08 6.454 13.78 

73 Тантал Ta 180.95 5d
3
6s

2
 

4
F 3.94 7.89 14.47 

74 Вольфрам W 183.85 5d
4
6s

2
 

5
D 3.82 7.98 15.08 

75 Рений Re 186.21 5d
5
6s

2
 

6
S 3.72 7.88 15.73 

76 Осмий Os 190.2 5d
6
6s

2
 

5
D 3.62 8.73 16.34 

77 Иридий Ir 192.2 5d
7
6s

2
 

4
F 3.53 9.05 16.91 

78 Платина Pt 195.09 5d
9
6s 

3
D 3.72 8.96 18.563 

79 Золото Au 196.97 5d
10

6s 
2
S 3.70 9.226 20.56 

80 Ртуть Hg 200.59 5d
10

6s
2
 

1
S 3.33 10.438 18.756 

81 Таллий Tl 204.37 6s
2
6p 

2
P 3.92 6.108 20.428 

82 Свинец Pb 207.21 6s
2
6p

2 3
P 3.42 7.417 15.032 

83 Висмут Bi 208.98 6s
2
6p

3
 

4
S 3.08 7.285 16.69 

84 Полоний Po [209] 6s
2
6p

4
 

3
P - 8.417 17.18 

85 Астат At [210] 6s
2
6p

5
 

2
P - 9.224 19.10 

86 Радон Rn [222] 6s
2
6p

6
 

1
S 2.54 10.749 20.99 

87 Франций Fr [223] 7s 
2
S - 4.073 20.02 

88 Радий Ra 226.03 7s
2
 

1
S - 5.279 10.147 

89 Актиний Ac 227.03 6d7s
2
 

2
D - 5.17 11.04 

90 Торий To 232.04 6d
2
7s

2
 

3
F 5.00 6.08 11.90 
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91 Протактиний Pa 231.04 5f
2
6d7s

2
 

4
K 5.35 5.89 11.46 

92 Уран U 238.03 5f
3
6d7s

2
 

5
L 5.08 6.194 11.63 

93 Нептуний Np 237.05 5f
4
6d7s

2
 

6
L - 6.266 11.80 

94 Плутоний Pu [244] 5f
6
7s

2
 

7
F

 
5.18 6.06 11.19 

95 Амерций Am [243] 5f
7
7s

2
 

8
S  5.99 12.15 

96 Кюрий Cm [245] 5f
7
6d7s

2
 

9
D  6.02 12.36 

97 Берклий Bk [247] 5f
9
7s

2
 

8
H  6.23 12.57 

98 Калифорний Cf [249] 5f
10

7s
2
 

5
I  6.30 11.83 

99 Эйнштейний Es [254] 5f
11

7s
2
 

4
I  6.42 11.98 

100 Фермий Fm [253] 5f
12

7s
2
 

3
H  6.50 12.14 

101 Менделевий Md [255] 5f
13

7s
2
 

2
F  6.58 12.29 

102 Нобелий No [255] 5f
14

7s
2
 

1
S  6.65 12.45 

103 Лоуренсий Lr [257] 5f
14

6d7s
2
 

2
D  4.312 14.00 

104 Резерфордий Rf [261] 6d
2
7s

2 
    

105 Дубний Db [262] 6d
3
7s

2 
    

106 Сиборгий Sg [263] 6d
4
7s     

107 Борий Bh [262] 6d
5
7s     

108 Хассий Hs [264] 6d
6
7s     

109 Мейтнерий Mt [266] 6d
7
7s     

Примечания. 

1) В квадратных скобках указаны массовые числа наиболее устойчивых изотопов данного 

элемента. 

2) Основные термы всех элементов заданы в приближении LS связи. Это приближение 

нарушается для тяжелых атомов, поэтому представленные данные для тяжелых атомов 

достаточно условны. 

3) Под средним радиусом атома понимается среднее удаление валентного электрона от 

атомного ядра. Эта величина рассчитывалась по формуле 

     



0

23 drrr , 

где одноэлектронная радиальная волновая функция была получена путем разложения в ряд 

по базису слэтеровских атомных орбиталей.  
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Параметры некоторых двухатомных молекул. 

Моле-

кула 

Основной 

электрон-

ный терм 

Потенциал 

ионизации, 

эВ 

Равновесное 

межъядерное 

расстояние, 

А 

Колебате-

льный 

квант, эВ 

Вращатель-

ная посто-

янная
(*)

, эВ 

Энергия 

диссоци-

ации, эВ 

H2
+ 

2  29.9 1.06 0.285 3.70(-3) 2.649 

H2 1  15.426 0.741 0.545 7.55(-3) 4.48 

N2 1  15.580 1.098 0.293 2.48(-4) 9.76 

O2 3  12.077 1.207 0.196 1.79(-4) 5.12 

F2 1  15.686 1.417 0.141 1.10(-4) 1.38 

Cl2 1  11.48 1.988 0.069 2.08(-5) 2.50 

Br2 1  10.56 2.281 0.040 1.01(-5) 1.97 

I2 1  9.4 2.666 0.027 4.64(-6) 1.54 

Li2 1  5.15 2.67 0.044 8.35(-5) 1.03 

HCl 1  12.74 1.275 0.371 1.30(-3) 4.43 

HBr 1  11.62 1.414 0.329 1.04(-3) 3.75 

HI 1  10.38 1.609 0.287 7.98(-4) 3.06 

LiH 1  7.85 1.595 0.174 9.34(-4) 2.43 

Na2 1  4.90 3.077 0.020 1.92(-5) 0.75 

NaCl 1  8.92 2.361 0.045 2.71(-5) 4.3 

CO 1  14.014 1.128 0.269 2.40(-4) 11.09 

NO 2  9.264 1.151 0.237 2.12(-4) 6.50 

OH 2  13.18 0.971 0.464 2.34(-3) 4.40 

CN 2  14.20 1.172 0.257 2.36(-4) 7.75 

CH 2  10.9 1.120 0.355 1.76(-3) 3.45 

 
(*)

 Число 3.70(-3) следует читать как 31070.3  . 
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Длины волн и силы осцилляторов переходов некоторых атомных переходов. 

Атом Переход Длина волны, А Сила осциллятора 

H ps 21   

ps 31   

ps 41   

ps 32   

sp 32   

dp 32   

ps 42   

sp 42   

dp 42   

1215.7 

1025.7 

972.5 

6562.7 

6562.9 

6562.8 

4861.29 

4861.35 

4861.33 

0.416 

0.079 

0.029 

0.435 

0.0136 

0.696 

0.103 

0.0030 

0.122 

He )(21)(1 112 PpsSs   

)(31)(1 112 PpsSs   

)(41)(1 112 PpsSs   

)(21)(21 11 PpsSss   

)(31)(21 11 PpsSss   

)(41)(21 11 PpsSss   

)(21)(21 33 PpsSss   

)(31)(21 33 PpsSss   

)(41)(21 33 PpsSss   

584.3 

537.0 

522.2 

20581.3 

5015.7 

3964.7 

10830 

3888.6 

3187.7 

0.276 

0.0734 

0.030 

0.376 

0.151 

0.14 

0.539 

0.0645 

0.023 

Li 
2121 22 ps   

2321 22 ps   

2121 32 sp   

2123 32 sp   

6707.91 

6707.76 

8126.23 

8126.45 

0.251 

0.502 

0.115 

0.115 

Na 
2121 33 ps   

2321 33 ps   

2121 43 ps   

2321 43 ps   

2121 43 sp   

2123 43 sp   

5895.9 

5889.9 

3303.9 

3302.9 

22084.0 

22057.0 

0.324 

0.648 

0.051 

0.102 

0.167 

0.335 

K 
2121 44 ps   

2321 44 ps   

2121 54 sp   

2123 54 sp   

7699.0 

7664.9 

12434.3 

12523.0 

0.347 

0.684 

0.051 

0.102 
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Rb 
2121 55 ps   

2321 55 ps   

2121 65 sp   

2123 65 sp   

7947.6 

7800.23 

13237.3 

13667.0 

0.363 

0.726 

0.187 

0.364 

Cs 
2121 66 ps   

2321 65 ps   

2121 76 sp   

2321 76 pp   

8943.5 

8521.2 

4593.2 

45554.4 

0.394 

0.814 

0.00284 

0.0174 

Be )(222 12 Ppss   

)(32)(22 11 SssPps   

)(32)(22 11 DdsPps   

)(32)(22 33 SssPps   

)(32)(22 33 DdsPps   

)(2)(22 323 PpPps   

2348.61 

8254.1 

4572.7 

3321.2 

2494.6 

2650.6 

1.36 

0.13 

0.19 

0.034 

0.16 

0.466 

B ssps 3222 22   

dsps 3222 22   

psss 3232 22   

)(2222 222 Dpsps   

)(2222 222 Spsps   

2497.4 

2089.3 

11661 

2089.3 

1573.5 

0.11 

0.24 

1.07 

0.24 

0.16 

Mg )(333 12 Ppss   

)(333 32 Ppss   

2852 

4571.1 

1.2 

6106.2   

Al )(43)(33 21

22

21

22 SssPps   

)(43)(33 21

22

23

22 SssPps   

)(43)(33 25,23

22

23

22 DdsPps   

)(43)(33 23

22

21

22 DdsPps   

3944.0 

3962.0 

3092.0 

3089.0 

0.15 

0.15 

0.23 

0.22 

 

Сила осциллятора перехода fi   ( fi,  - совокупности квантовых чисел начального и 

конечного состояний атома) определяется с помощью следующего выражения 

    
2

23

21
fi

fi

i

fi d
e

m

g
F




 , 

где fi  - частота перехода, fid  - матричный элемент дипольного момента атома, 12  ii Jg  

- кратность вырождения начального состояния ( J  - квантовое число полного механического 

момента атома).  Вероятность перехода в единицу времени из состояния i  в состояние f  

определяется выражением 
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    fi

fi

fi F
mc

e
w

3

222 
 . 

Время жизни относительно спонтанного перехода состояния i  определяется как 

    

1














 

f

fii w , 

где сумма берется по всем ниже лежащим состояниям. 

Метастабильные состояния атомов. 

Атом Состояние Энергия 

возбуждения, эВ 

Время жизни, с 

Н s2  10.20 0.142 

He )(21 3 Sss  

)(21 1Sss  

19.82 

20.61 

5106   

0.038 

N )(2 25

23 Dp  

)(2 23

23 Dp  

)(2 23 Pp  

2.384 

2.385 

3.58 

4106   
5104.1   

13 

O )(2 2

14 Dp  

)(2 14 Sp  

1.97 

4.19 

110 

0.8 
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