
МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ
УНИВЕРСИТЕТ имени М.В. ЛОМОНОСОВА

ФИЗИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ

Корнев В.К., Колотинский Н.В.

Би-сквид:
физические основы

Москва
2019



УДК 621.396.6-973:538.945(078)
ББК 32.855

К67

Рекомендовано к изданию Ученым советом Физического факультета
Московского Государственного Университета имени М.В. Ломоносова

Рецензенты:
д.ф.-м.н., проф. О.В. Снигирев (МГУ имени М.В. Ломоносова)

д.ф.-м.н., проф. В.П. Митрофанов (МГУ имени М.В. Ломоносова)

К67
Корнев В.К., Колотинский Н.В.

Би-сквид: физические основы: учебное пособие / В.К. Корнев,
Н.В. Колотинский—М.:Издательский отдел Физического факульте-
та МГУ, 2019 — 28 c.:ил.

Учебное пособие содержит описание нового типа сверхпроводящего квантового
интерференционного устройства – би-сквида, включающего в свой состав одновре-
менно одно- и двух-контактный сквиды. Входной магнитный сигнал претерпевает в
этом устройстве последовательно два нелинейных преобразования, в основе которых
лежат макроскопические квантовые эффекты в сверхпроводниках. В силу того, что
эти нелинейные преобразования могут быть сделаны взаимнообратными в достаточ-
но широком диапазоне, в би-сквиде достигается высокая линейность результирующе-
го преобразования входного магнитного сигнала в напряжение. В отличие от одно- и
двух-контактного сквидов, использующихся в системах с ограниченной полосой ча-
стот сигналов, би-сквид позволяет создавать широкополосные устройства с высокой
линейностью сигнальных характеристик. Это крайне актуально для решения многих
задач в области сверхпроводниковой электроники, в том числе, для развития новых
технологий широкополосного приема и обработки сигналов.

Материал данного учебного пособия относится к читаемым на кафедре атомной
физики, физики плазмы и микроэлектроники физического факультета МГУ имени
М. В. Ломоносова курсам «Джозефсоновские структуры», «Динамика джозефсонов-
ских систем», «Основы сверхпроводниковой электроники» для студентов четвертого и
пятого курсов, обучающихся по специальности «физическая электроника»; представ-
ляется крайне полезным для подготовки специалистов в области современных микро-
и нано-технологий.

УДК 621.396.6-973:538.945(078)
ББК 32.855

© Корнев В.К., Колотинский Н.В., 2019



Оглавление

1 Введение 4

2 Основная идея би-сквида 7

3 Аналитическая теория 11

4 Учет влияния джозефсоновской генерации 17

5 Влияние общей части индуктивностей контуров 20

6 Динамический диапазон линейного преобразования 22

Список литературы 26

3



1. Введение

Сквиды (сверхпроводящие квантовые интерференционные датчики, англ.:
SQUIDs – Superconducting Quantum Interference Devices), представляющие со-
бой сверхпроводящее кольцо с включенными в него одним или двумя джозеф-
соновскими переходами (рис. 1), хорошо известны и широко используются как
очень чувствительные преобразователи приложенного магнитного потока Φe
в напряжение, обладающие, однако, ограниченной линейностью отклика на-
пряжения на магнитный сигнал [1–3].

Φe

(а)

Φe

(б)

Рис. 1. Одно- (а) и двух- (б) контактные
сверхпроводящие квантовые интер-
ференционные датчики (сквиды, ан-
гл. SQUIDs).

Одно-контактный датчик, в ко-
тором джозефсоновский элемент
находится всегда в сверхпроводя-
щем состоянии, используется вме-
сте с индуктивно связанным с ним
добротным колебательным конту-
ром (рис. 2а), в котором существуют
вынужденные колебания под дей-
ствием источника переменного то-
ка. В силу этого такой сквид называ-
ют также сквидом переменного тока
(ac SQUID или rf SQUID). Откликом на приложенный магнитный поток Φe в
этом устройстве является изменение амплитуды колебаний в контуре.

Использование двух-контактного датчика осуществляется в режиме рези-
стивного состояния джозефсоновских элементов, когда к датчику приложен
постоянный ток смещения Ib > 2Ic , где Ic – критический ток джозефсонов-
ских элементов (рис. 2б). Поэтому такой сквид называют также сквидом по-
стоянного тока (dc SQUID). В таких сквидах используются джозефсоновские
переходы с достаточно малой емкостью, когда их вольт-амперная характери-
стика (ВАХ) имеет безгистерезисный вид. Откликом сквида постоянного тока
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Рис. 2. (а) Сквид переменного тока; Irf = A sin (Ωt), Ω ≈ (LC)
−1/2. Выход-

ным сигналом является изменение амплитуды напряжения вынужден-
ных колебаний на колебательном контуре. (б) Сквид постоянного тока;
ток смещения Ib ≥ 2Ic. Выходным сигналом является изменение сред-
него напряжения на сквиде V (усредненного по джозефсоновской гене-
рации).

на приложенный магнитный поток Φe является изменение среднего напряже-
ния V (усредненного по джозефсоновской генерации) на этом датчике.

Величинамаксимального сверхпроводящего тока I0 через двух-контактный
сквид является периодической функцией приложенного магнитного потокаΦe,
и, следовательно, положение резистивной ветви ВАХ сквида также является
периодической функцией потока Φe. Поэтому, при фиксированном токе сме-
щения Ib > 2Ic напряжение на таком датчике V (Φ) изменяется периодически
вместе с изменением максимального сверхпроводящего тока. Эти свойства ил-
люстрирует рисунок 3, где показана ВАХ сквида постоянного тока, а также
зависимости максимального сверхпроводящего тока и напряжения от прило-
женного магнитного потока.

В низкочастотных устройствах на основе сквидов высокая линейность и
большой динамический диапазон сигналов достигаются за счет использова-
ния внешней цепи следящей обратной связи (см. рис. 4), которая динамически
компенсирует приложенный магнитный поток (входной сигнал) для удержа-
ния неизменной величину напряжения на сквиде (равной величине V0). При
этом выходным сигналом является напряжение на выходе интегратора цепи
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Рис. 3. (а) Вольт-амперная характеристика сквида постоянного тока в отсут-
ствие приложенного к нему магнитного потока или в случае приложе-
ния целого числа квантов потока Φ = nΦ0 (сплошная линия) и при
Φ = (n+ 1/2)Φ0 (пунктирная линия); (б) отклик напряжения на при-
ложенный магнитный поток V = V (Φe) и зависимость максимального
сверхпроводящего тока от приложенного магнитного потока IS,max (Φ).
Нормированная индуктивность сквида l ≡ 2πIcL/Φ0 = 3, параметр
Маккамбера (нормированная емкость джозефсоновских переходов) β ≡
2πIcR

2
NC/Φ0 = 0,5. Здесь Ic иRN – соответственно критический ток и

нормальное сопротивление джозефсоновских переходов, C – емкость.

слежения (пропорциональное потоку, компенсирующему входной сигнал). Та-
кая цепь обратной связи способна выполнять свои функции только до опреде-
ленных частот, не превышающих 1 МГц, и поэтому не может быть использо-
вана в устройствах, предназначенных для приема и усиления высокочастотных
сигналов.

В то же время, макроскопические квантовые эффекты в сверхпроводни-
ках, лежащие в основе работы сквидов, являются крайне широкополосными;
их эффективное использование возможно вплоть до появления интенсивных
потерь в сверхпроводниках на частотах, при которых энергия фотонов дости-
гает и превышает величину щели в энергетическом спектре сверхпроводника
(∼ 700 ГГц для ниобия и ∼ 1,1 ТГц для нитрида ниобия).
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Рис. 4. Цепь следящей обратной связи в сквиде постоянного тока.

Би-сквид – устройство, позволяющее получить высокую линейность пре-
образования приложенного магнитного сигнала в выходное напряжение. По-
этому би-сквид открывает новые возможности для создания высокочастотных
систем с высокой чувствительностью, присущей сквидам, и большим линей-
ным динамическим диапазоном, который необходим для создания широкопо-
лосных систем.

2. Основная идея би-сквида

Для линеаризации функции отклика напряжения двухконтактного сквида
постоянного тока было предложено ввести дополнительную нелинейную
трансформацию сигнала во входной цепи сквида [4, 5]. Для этой цели парал-
лельно основной индуктивности двухконтактного сквида был включен третий
джозефсоновский переход (см. схему на рис. 5а), который находится всегда в
сверхпроводящем состоянии и играет роль нелинейной индуктивности. Такая
модификация сквида постоянного тока превращает его в би-сквид. Дополни-
тельно включенный джозефсоновский переход и основная геометрическая ин-
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Рис. 5. (а) би-сквид; (б) максимально линейный отклик напряжения V (Φe) би-
сквида, имеющий треугольный вид при l ≡ 2πIcL/Φ0 ≤ 1 и гистерезис-
ный при l > 1. Здесь Ic – критический ток основных джозефсоновских
переходов J1 и J2. Варианты выбора рабочих точек (для обсуждения)
на гистерезисном отклике показаны точками 1a, 1b, 1b̃, а также 2a, 2b,
2b̃. Штриховыми стрелками показаны скачки напряжения при увеличе-
нии/уменьшении приложенного магнитного потока.

дуктивность L образуют одноконтактный сквид, осуществляющий нелиней-
ное преобразование магнитного потока Φe входного сигнала в сигнальную со-
ставляющую φ3 (усредненную по частоте джозефсоновских осцилляций ос-
новных джозефсоновских переходов J1 и J2) фазы третьего джозефсоновского
перехода φ3, которая в этом устройстве одновременно равна сигнальной со-
ставляющей разности фаз джозефсоновских переходов φ2 − φ1 двухконтакт-
ного сквида (сигнальная составляющая фазы – величина, получаемая в резуль-
тате усреднения по частоте джозефсоновских осцилляций основных джозеф-
соновских переходов J1 и J2). Это нелинейное преобразование может быть сде-
лано обратным по отношению к последующему нелинейному преобразованию
разности фаз ∆φ в постоянную составляющую напряжения V и, таким обра-
зом, получить результирующее линейное преобразование входного сигнала в
напряжение как показано на рис. 5б.
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Отклик напряжения би-сквида является периодической функцией магнит-
ного потока Φ; максимальная линейность сторон отклика V (Φ) достигается
при треугольной форме отклика в случае, когда нормированная индуктивность
l ≡ 2πIcL/Φ0 ≤ 1, и при гистерезисной форме отклика в случае, когда l > 1.
Здесь Ic – критический ток основных джозефсоновских переходов J1 и J2.
Основная идея построения би-сквида и осуществления двух последователь-
ных взаимно-обратных нелинейных преобразований сигнала в нем показана
на рис. 6.

Основным параметром, который позволяет регулировать форму отклика
напряжения, является относительная величина критического тока третьего
джозефсоновского перехода ic3 = Ic3/Ic. Этот параметр определяет величи-
ну эффективной безразмерной индуктивности l⋆ = ic3l . При l⋆ > 1 отклик
напряжения имеет гистерезисный вид, а при l⋆ ≈ 1 форма отклика близка к

IB
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⟨ψ⟩V
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Φe
⟨ψ⟩

IB

V

J1 J2J3

L
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Рис. 6. Основная идея построения би-сквида и двух последовательных преоб-
разований сигнала в нем: нелинейное преобразование приложенного
магнитного потока Φe (входного сигнала) в сигнальную составляющую
(усредненную по частоте джозефсоновских осцилляций) разности фаз
⟨ψ⟩ ≡ φ3 = φ2 − φ1 и затем нелинейное преобразование ⟨ψ⟩ в напря-
жение V . В области, где эти преобразования имеют взаимно-обратный
вид, отклик напряжения V (Φ) линейный.
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треугольной. Наилучшая линейность отклика напряжения достигается зада-
нием оптимальной величины ic3 (и, следовательно, l⋆), которая зависит от ве-
личины нормированной индуктивности l [6,7]. Эта зависимость, рассчитанная
с помощью численного моделирования, показана на рис. 7. Линейность основ-
ного участка отклика напряжения би-сквида, показанная также на этом рисун-
ке, была вычислена путем реализации численно техники одно-тонового метода
анализа, который используется при экспериментальном изучении линейности
широкополосных систем. Согласно этому методу, на вход устройства подается
синусоидальный сигнал, измеряются амплитуды основного тона a1 и гармоник
ak выходного сигнала и затем линейность Lin вычисляется по формуле:

Lin = 20 lg [a1/max {ak}] . (1а)

Полученная величина линейности является характеристикой линейности
участка отклика напряжения V2 − V1 = ∆V , равного размаху выходного сиг-
нала 2a1.

Кроме одно-тонового теста, на практике также принято использовать двух-
тоновый метод анализа (эквивалентный по своему результату), согласно кото-
рому на вход устройства подаются два синусоидальных сигнала одинаковой
амплитуды с относительно близкими частотами Ω1 и Ω2 , измеряется ампли-
туда основного тона этих сигналов на выходе (a1 = a2) и амплитуды anm ком-
понент выходного сигнала на комбинационных частотах (nΩ1±mΩ2) – ампли-
туды интермодуляционных искажений, а затем линейность Lin вычисляется по
формуле:

Lin = 20 lg [a1/max {anm}] (1б)

Для многих практических устройств наиболее вредными признаются ин-
термодуляционные компоненты третьего порядка на частотах (2Ω1 − Ω2) и
(2Ω2 − Ω1), наиболее близких к частотам основного тона сигналов (Ω1 и Ω2).
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Рис. 7. Зависимость оптимальной величины ic3 для достижения наилучшей ли-
нейности отклика би-сквида (треугольной формы при l ≤ 1 и гистере-
зисной при l > 1) от величины нормированной индуктивности l (сплош-
ная линия); пунктирная линия соответствует отклику напряжения, близ-
кого к треугольному виду при l > 1 (с линейностью ∼ 40 дБ). Штрихо-
вые линии с точками показывают линейность для случая, когда размах
выходного сигнала составляет 30% (верхняя линия) и 50% (нижняя ли-
ния) от полного размаха отклика напряжения би-сквида при оптималь-
ной величине ic3.

3. Аналитическая теория

Для построения аналитической теории би-сквида целесообразно исполь-
зовать нормированные величины тока i = I/IC , напряжения v = V /VC , ин-
дуктивности l = 2πLIC/Φ0, приложенного внешнего магнитного потока φe =
2πΦ/Φ0 и времени τ = t · Ωc, где IC , VC = IC · RN и RN – соответственно
критический ток, характерное напряжение и нормальное сопротивление двух
основных (одинаковых) джозефсоновских переходов, ΩC = 2πVC/Φ0 – ха-
рактерная джозефсоновская частота. Нормированная величина критического
тока третьего джозефсоновского перехода ic3 = I3/IC . На рис. 8а показана
принципиальная схема би-сквида с обозначением токов, протекающих через
разные участки этой схемы. Приложение внешнего магнитного потока Φe в
этой схеме отисывается генератором P фазы φe. Без потери общности можно
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Рис. 8. (а) Схема би-сквида, представляющего собой гальваническое соедине-
ние одноконтактного и двухконтактного интерферометров. Контур од-
ноконтактного сквида играет роль нелинейного трансформатора маг-
нитного потока, линеаризующего отклик напряжения двухконтактно-
го интерферометра. (б) Зависимость среднего напряжения на би-сквиде
от средней разностной джозефсоновской фазы переходов контура двух-
контактного интерферометра - решение уравнения (11). (в)Связь между
величиной внешнего магнитного потока и величиной средней разност-
ной джозефсоновской фазы переходов контура двухконтактного сквида
- решение уравнения (15). (г) Зависимость среднего напряжения на би-
сквиде от внешнего магнитного потока – решение системы уравнений
(11)-(15).
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рассматривать симметричную схему, в которой точки подключения источни-
ка тока смещения ib делят основную геометрическую индуктивность l на два
равных плеча. Используя описание джозефсоновских переходов в рамках ре-
зистивной модели с пренебрежимо малой емкостью, условия баланса токов и
фаз в рассматриваемой схеме дают следующую систему уравнений:

ib = i1 + i2, i1 + i3 = i4, i2 = i3 + i5, (2а)

i4 = sinφ1 + φ̇1, i5 = sinφ2 + φ̇2, (2б)

i3 = sinφ3 + φ̇3, (2в)

φ1 +
l

2
i1 = φ2 +

l

2
i2 − φe, (2г)

φ1 + φ3 = φ2, (2д)

и, следовательно,
φ̇1 + φ̇3 = φ̇2. (2е)

Данные выражения могут быть легко сведены к следующей системе двух урав-
нений:

2φ̇1 − φ̇2 =
ib
2
+
φ2 − φ1 − φe

l
+ ic3 sin (φ2 − φ1)− sinφ1, (3а)

2φ̇2 − φ̇1 =
ib
2
+
φ2 − φ1 − φe

l
+ ic3 sin (φ2 − φ1)− sinφ2. (3б)

Для дальнейшего анализа удобно перейти в этих выражениях от фаз джо-
зефсоноских переходов к суммарной и разностной фазам: θ = φ2 + φ1 и ψ =

φ2−φ1. В новых переменных система уравнений (3а)-(3б) принимает вид (пу-
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тем сложения (3а) и (3б) и их вычитания):

θ̇ = ib − 2 sin
θ

2
cos

ψ

2
, (4)

− 3φ̇ = −2
ψ − φe

l
− 2ic3 sinψ − 2 sin

ψ

2
cos

θ

2
. (5)

В резистивном состоянии суммарная фаза θ (τ) неограниченно растет во вре-
мени, в то время как разностная фаза ψ всегда ограничена и может быть пред-
ставлена в виде суммымедленно меняющейся (сигнальной) частиψ зависящей
от внешнего магнитного потока φe, и быстро меняющейся части ψ̃:

ψ (τ) = ψ (φe) + ψ̃ (τ) . (6)

Дальнейшее аналитическое рассмотрение возможно, если сделать пред-
положение о малости быстроменяющейся части:∣∣∣ψ̃ (τ)

∣∣∣ ≪ 1. (7)

В данном приближении уравнение (4) эквивалентно уравнению для оди-
ночного джозефсоновского перехода с критическим током ic = cos (ψ0/2) и
током смещения i = ib/2:

θ̇

2
=
ib
2
−

(
cos

ψ

2

)
· sin θ

2
. (8)

Это уравнение интегрируется и имеет следующее решение:

θ (t) = 4

arctg

√
i2b − 4 cos2

(
ψ0

2

)
ib

tg


√
i2b − 4 cos2

(
ψ0

2

)
ib

t


+
2

ib
cos

(
ψ0

2

))
+ πn,

]
(9)
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где n – целое число, которое периодически увеличивается на 1 в тот момент
времени, когда функция arctg претерпевает скачок от значения π/2 до−π/2. В
результате этого получаем нарастающую функцию, которая представляет со-
бой сумму линейно нарастающей функции и осциллирующей функции с пе-
риодом:

T = π · 4√
i2b − cos2

(
ψ0

2

) . (10)

Постоянная составляющая напряжения на би-сквиде есть среднее значение по-
лусуммы фаз джозефсоновских переходов:

v =
1

2

〈
θ̇
〉
=

1

2
·

T∫
0

θ̇dt

T
=

1

2
·
θ|T0
T

=
4π

2T
. (11)

С учетом формулы (10), получаем следующее уравнение для постоянной
составляющей напряжения:

v =
1

2

√
i2b − 4 cos2

(
ψ0

2

)
. (12)

Используя условие (7) и усредняя выражение (5) по времени, получаем выра-
жение:

0 = −
2
(
ψ − φe

)
l

− 2ic3 sin
(
ψ
)
− 2 sin

(
ψ

2

)〈
cos

(
θ

2

)〉
, (13)

в котором величина
〈
cos

(
θ
2

)〉
равна нулю. Действительно, используя получен-

ное выше уравнение (4), можно проделать следующие преобразования:

〈
cos

(
θ

2

)〉
=

1

T

2π∫
0

cos
θ

2

dτ

dθ
dθ =

1

T

2π∫
0

cos
θ

2

dθ

ib − 2 cos
(
ψ0

2

)
sin

(
θ
2

) =
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= − 1

T cos
(
ψ0

2

) ln
(∣∣∣∣ib − 2 cos

(
ψ0

2

)
sin

θ

2

∣∣∣∣)∣∣∣∣2π
0

= 0. (14)

Таким образом, из выражения (11) следует «фазовое уравнение»

ψ0 = φe − lic3 sin
(
ψ
)
, (15)

определяющее в неявном виде функцию ψ (φe). Это уравнение совпадает с
уравнением для одноконтактного интерферометра с эффективным значением
нормированной индуктивности l⋆ = ic3l. Система двух полученных уравне-
ний (11) и (15) дает отклик би-сквида v (φe). Уравнение (11) дает зависимость
постоянной составляющей напряжения от разности фаз ψ0, которая показана
на рис. 8б. Уравнение (15) устанавливает нелинейную связь между φe и ψ0

(рис. 8в), степень нелинейности которой, определяется величиной параметра
l⋆. При оптимальной величине l⋆ ∼ 1 отклик напряжения приближается к тре-
угольному виду (рис. 8г); превышение оптимально значения приводит к появ-
лению гистерезиса в верхней части отклика, а при малой l⋆ ≪ 1форма отклика
повторяет показанную на рис. 8б зависимость v

(
ψ
)
.

Несмотря на то, что уравнения (11) и (15) носят приближенный характер,
поскольку были получены в предположении малости быстроменяющейся ча-
сти разностной фазы (6), они дают достаточно адекватное описание вольт-
полевых характеристик (откликов напряжения) би-сквида, качественно хоро-
шо согласующееся с результатами численного моделирования. На рис. 9 пока-
заны результаты численного моделирования преобразования магнитного по-
тока Φe в сигнальную составляющую разностной фазы ψ в би-сквиде, находя-
щемся в резистивном состоянии, и, для сравнения, в двух-контактном сквиде.
В би-сквиде это преобразование имеет сильно нелинейный вид и достаточно
близко к (15), в то время как в двух-контактном интерферометреψ = 2πΦe/Φ0.
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Рис. 9. Преобразование приложенного магнитного потока Φe в сигнальную со-
ставляющую разностной фазыψ = (φ2 − φ1) в двух-контактном сквиде
с нормированной индуктивностью l = 1 («1») и l = 10 («2») в резистив-
ном состоянии и би-сквиде в резистивном состоянии с индуктивным па-
раметром l⋆ ≡ l · ic3 = 1 («3») и l⋆ = 3 («4»).

4. Учет влияния джозефсоновской генерации

В следующем приближении необходимо учитывать влияние джозефсонов-
ской генерации на преобразование приложенного магнитного потока в фазу
третьего джозефсоновского перехода, которое в первом приближении дается
уравнением (15).

Быстроменяющуюся часть разностной фазы (она же фаза третьего джозеф-
соновского перехода) можно записать в виде ряда Фурье:

ψ̃ (τ) ≡ ψ̃3 (τ) = b1 sin (ωjτ) + b2 sin (2ωjτ + ξ2) + sin (3ωjτ + ξ3) + . . . (16)

Далее можно воспользоваться следующей формулой разложения по функциям
Бесселя:

sin (ξ + x sin (ωt)) =
n=+∞∑
n=−∞

Jn (x) sin (ξ + nωt) . (17)
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Учитывая в выражении для быстроменяющейся части разностной фазы только
основной тон, выражение для «сигнального» тока через третий джозефсонов-
ский переход приобретает вид

ic3 sin [ψ0 + b1 sin (ωt)] = ic3J0 (b1) sin (ψ0) . (18)

Таким образом, преобразование приложенного магнитного потока в медлен-
но-меняющуюся (на сигнальной частоте) фазу третьего джозефсоновского пе-
рехода можно описывать по-прежнему уравнением (15), но с использованием
вместо l⋆ эффективного значения этого параметра:

l⋆eff = l⋆J0 (b1) ≈ l⋆
(
1− b21/4

)
. (19а)

Легко показать, что учет малых высших гармоник дает более общее выраже-
ние:

l⋆eff = l⋆J0 (b1) J0 (b2) J0 (b3) . . . J0 (bn) (19б)

Усредненная величина квадрата быстроменяющейся части фаза третьего джо-
зефсоновского перехода (φ̃3 (τ)) = φ2

3 − (φ3)
2 =

(
b21 + b22 + b23 + . . .

)
= g2/2

может быть вычислена в с использованием численного моделирования. При
этом g ≈ b1, если max {bk} < b1/2, при k > 1.

На рис. 10 показаны рассчитанные значения g и J0 (g) как функции при-
ложенного магнитного потока Φe для би-сквида (сплошные линии) при l⋆ = 1

и l = 0,5; 1; 2, а также и двух-контактного сквида (штриховые линии) при тех
же значениях нормированной индуктивности l = 0,5; 1; 2. Эти результаты по-
казывают, что величина эффективного параметра l⋆eff уменьшается по мере
приближения приложенного магнитного потока к Φ0/2. Этот эффект усили-
вается с увеличением нормированной индуктивности l. В качестве очевидного
примера влияния уменьшения l⋆eff в окрестности φe ∼= π можно указать на вид
рассчитанной численно зависимости ψ (φe), которая при l⋆ = 1 имеет конеч-
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Рис. 10. Значения (а) g и (б) J0 (g) как функции приложенного магнитного по-
тока Φe для би-сквида (сплошные линии) при l⋆ = 1 и l = 0,5; 1; 2,
а также для двух-контактного сквида (штриховые линии) при тех же
значениях нормированной индуктивности l = 0,5; 1; 2.

ный наклон в точке φe = π (график «3» на рис. 9) вместо бесконечно большой
величины производной, как следует из (15).

Таким образом, существование пульсирующей (на частоте джозефсонов-
ской генерации) компоненты разностной джозефсоновской фазы может оказы-
вать достаточно заметное влияние на форму нелинейного преобразования маг-
нитного потока в сигнальную компоненту джозефсоновской фазы. Кроме того,
в силу отличия пульсирующей компоненты разностной фазы в би-сквиде от
ее величины в двух-контактном сквиде, нелинейное преобразование разност-
ной фазы в напряжение также оказывается чувствительным к величине этой
компоненты. Поэтому для точного анализа и определения условий достиже-
ния наиболее высокой линейности отклика напряжения би-сквида необходимо
использовать численное моделирование.
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5. Влияние общей части индуктивностей контуров

В реальном би-сквиде всегда будет присутствовать некоторая конечная ин-
дуктивность трехконтактного контураLdc (величиной которой пренебрегалось
в аналитической теории), а также, возможно существование небольшой индук-
тивностиLm, общей для обоих контуров би-сквида, как показано схематически
на рис. 11.

Точный численный анализ показывает, что при небольших значениях нор-
мированных величин этих индуктивностей ldc = 2πLdcIc/Φ0 и
lm = 2πLmIc/Φ0, когда ldc ≤ 0,5 . . . 1 и lm ≤ (0,1 . . . 0,2) ldc, достижимая
линейность сохраняется, но при этом изменяется оптимальная величина па-
раметра ic3. Более того, присутствие небольшой индуктивности lm расширяет
область допустимых отклонений всех параметров для заданной линейности.
Однако, при дальнейшем увеличении индуктивностей ldc и lm достижимая ли-
нейность падает [8].

Линейность отклика напряжения би-сквида может достигать 90 . . . 100 дБ,
но для этого требуется высокая точность задания всех параметров. Так, на
рис. 12 показаны области на плоскости параметров lm – ic3, внутри которых
линейность не менее 90 дБ (области, ограниченные сплошными линиями) и

IB

J1 J2J3

Lm/2 Lm/2

L

Ldc

Φe

Рис. 11. Эквивалентная схема би-сквида с уче-
том существования индуктивности трех-
контактного контура Ldc и общей части
индуктивностей контуров Lm.
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Рис. 12. Области на плоскости параметров lm – ic3, внутри которых линейность
отклика напряжения би-сквида не менее 90 дБ (области, ограниченные
сплошными линиями) и не менее 80 дБ (закрашенные области) при
различных значениях ldc в случаях, когда нормированная величина ос-
новной индуктивности l = 1 (a) и l = 4 (б). Линейность вычислялась
для случая, когда размах выходного сигнала составляет 30% от полно-
го размаха отклика напряжения би-сквида.

не менее 80 дБ (закрашенные области) при различных значениях ldc, в случа-
ях, когда нормированная величина основной индуктивности l = 1 (рис. 12а)
и l = 4 (рис. 12б). Видно, что достижение таких высоких значений линейно-
сти требует очень точного расчета и реализации значений всех индуктивных
параметров и параметра ic3. В то же время, эти области допустимых значе-
ний параметров быстро расширяются при уменьшении требуемой линейности
отклика напряжения би-сквида.

На рис. 13 показаны области на плоскости параметров lm – ic3, внутри ко-
торых линейность отклика напряжения не менее 60 дБ, в случаях, когда норми-
рованная величина основной индуктивности l = 1 (рис. 13а) и l = 4 (рис. 13б).
Эти широкие области параметров lm и ic3, соответствующие разным значени-
ям ldc, сильно пересекаются друг с другом, что определяет достаточно широ-
кий допустимый диапазон значений также и для параметра ldc.
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Рис. 13. Области на плоскости параметров lm – ic3, внутри которых линейность
отклика напряжения би-сквида не менее 60 дБ при различных значе-
ниях ldc (сильно накложенные друг на друга закрашенные области, а
также область, ограниченная штриховыми линиями), в случаях, когда
нормированная величина основной индуктивности l = 1 (a) и l = 4 (б).
Линейность вычислялась для случая, когда размах выходного сигнала
составляет 30% от полного размаха отклика напряжения би-сквида.

Поскольку все параметры, отвечающие за линейность отклика напряже-
ния, фиксируются в процессе изготовления би-сквида и не могут быть в даль-
нейшем изменены для достижения максимально возможной линейности, сле-
дует расматривать би-сквиды как практические устройства с реально достижи-
мой линейностью на уровне 60 . . . 70 дБ, которая вполне достаточна для мно-
гих важных применений. Действительно, если Lin ≥ 60 дБ, амплитуда наи-
большей гармоники в составе выходного сигнала не превышает одной тысяч-
ной от амплитуды основного тона.

6. Динамический диапазон линейного преобразования

Динамический диапазон DR, как таковой, определяется как отношение
(обычно в дБ) амплитудыAmax (или мощности Pmax) максимально возможного
(максимально допустимого) сигнала к амплитуде Amin (мощности Pmin) мини-
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мально возможного сигнала на выходе устройства или как отношение соответ-
ствующих величин на его входе:

DR = 20 lg (Amax/Amin) = 10 lg (Pmax/Pmin) . (20)

Минимальная величина выходного сигнала любого устройства и, следователь-
но, минимальное значение входного сигнала (обнаружимого сигнала) опреде-
ляются уровнем шумов на выходе этого устройства. Максимальная величина
входного сигнала определяется условием достижения определенных ограни-
чений на величину выходного сигнала (например, достижением определенной
величины отклонения, обычно 1 дБ, выходного сигнала от линейного закона
нарастания или просто достижением максимально-возможных значений вы-
ходного напряжения).

Во многих устройствах, особенно в случае широкополосных систем, реа-
лизация относительно широкой полосы частот предполагает присутствие в ее
пределах многих независимые сигналов с частотами Fk и различными ампли-
тудами в пределах динамического диапазона. Возникающие за счет нелиней-
ных свойств системы новые сигналы (в пределах этой полосы) на комбина-
ционных частотах nFk ± mFl (интермодуляционные искажения), где n,m =

0;±1;±2;±3 . . . , будут накладываться на принимаемые сигналы и искажать
их или создавать новые, ложные, сигналы. Поэтому, для таких систем крайне
важной характеристикой является динамический диапазон линейного преобра-
зования (или динамический диапазон, свободный от нелинейных искажений;
англ. SFDR – Spurious Free Dynamic Range) [9–11].

SFDR может быть определен с помощью тех же формул (1а) или (1б), что и
линейность (используя одно- или двух-тоновый методы анализа), но при усло-
вии, что что наибольшая амплитуда гармоники ak или комбинационной компо-
ненты anm только достигает границы различимости сигнала на уровне шумов,
то есть чувствительности этого устройства. Таким образом, чем ниже уровень
шумов устройства, тем выше требования к малости интермодуляционных ис-
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кажений на участке ∆V = 2a1 отклика напряжения би-сквида, соответству-
ющего размаху максимального сигнала в пределах SFDR. Поскольку уровень
шумов зависит от выходной полосы устройства и может быть изменен с ис-
пользованием дополнительного фильтрования сигнала, линейность характери-
стик устройства (в би-сквиде - линейность преобразования магнитного пото-
ка в напряжение) играет основополагающую роль в формировании величины
SFDR.

В би-сквиде источником шумов являются джозефсоновские переходы,
главным образом, два основных перехода J1 и J2, находящиеся в резистив-
ном состоянии. Тепловые шумы, создаваемые нормальными сопротивлениями
RN джозефсоновских переходов, можно описать по методу Ланжевена, пола-
гая резисторы идеальными (нешумящими) и подключая параллельно каждому
из них независимые источники флуктуационных токов со спектральной плот-
ностью

SI (Ω) = (2/π) kBT/RN , (21)

где T – физическая температура, kB – постоянная Больцмана. В этом случае
спектральную плотность напряжения на би-сквиде можно записать в виде:

SV (Ω) = R2
d · 2SI (Ω) , (22)

где Rd = dV /dIb – дифференциальное сопротивление (наклон касательно
в рассматриваемой точке ВАХ). В середине линейной части отклика напря-
яжения би-сквида (Φe ≃ Φ0/4) величину дифференциального сопротивления
можно оценить какRd ≈ 2 ·RN/2 ≃ RN . Таким образом, средне-квадратичная
величина шумов выходного напряжения би-сквида может быть записана в ви-
де

⟨Vf ⟩ ≃
√
8kBTRN∆F (23)

где ∆F – полоса частот данного устройства (может быть задана фильтром,
подключенным к выходу би-сквида).
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Размах отклика би-сквида ограничен величиной характерного напряжения
джозефсоновских переходов Vc = 2πIcRN/Φ0 и, согласно расчету откликов,
показанных на рис. 5б, составляет от 0,8Vc до 0,6Vc соответственно для тре-
угольного и гистерезисного видов отклика. Если учесть закругление на верх-
них частях гистерезисного отклика, а также существование размытия (закруг-
ления) нижних углов отклика под действием тепловых флуктуаций (такое раз-
мытие отсутствует на откликах на рис. 5б, т.к. они рассчитаны без учета флук-
туаций) [7], то вполне обоснованно оценить величину максимального допусти-
мого размаха выходного напряжения ∆V ≃ 2a1 в режине высоко-линейного
преобразования как∼ 50% (или даже∼ 30%) размаха отклика напряжения, то
есть именно так, как это было сделано выше при анализе линейности откли-
ка напряжения би-сквида (т.е. a1 ≈ 0,1Vc . . . 0,2Vc). В этом случае линейность
Lin отклика напряжения будет соответствовать максимальной величине дина-
мического диапазона, свободного о нелинейных искажений, SFDR, достигае-
мого при ⟨Vf ⟩ ≃ max {anm} или ⟨Vf ⟩ ≃ max {ak} (соответственно в двух- и
одно-тоновом методах анализа).

Сделаем оценку величины ⟨Vf ⟩ и SFDR при использовании ниобиевой пле-
ночной технологиии изготовления интегральных сверхпроводниковых
схем. В рамках этой технологии, джозефсоновские переходы представляют со-
бой туннельные джозефсоновские структуры, шунтированные в процессе из-
готовления пленочными резисторами для уменьшия влияния емкости C тун-
нельных структур с целью получения безгистерезисной вольт-амперной харак-
теристики (ВАХ), когда параметр Маккамбера β = 2πIcR

2
NC/Φ0 < 1. В таких

джозефсоновских переходах сопротивление шунта выполняет роль нормаль-
ного сопротивления RN . Поскольку присутствие емкости C перехода ухудша-
ет линейность отклика напряжения би-сквида, величина RN , как показывают
расчеты, должна быть дополнительно уменьшена, чтобы понизить параметра
Маккамбера до значения β ≃ 0,2, начиная с которого влиянием емкости можно
пренебречь.
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Выбирая наиболее оптимальное значение критического тока основных
джозефсоновских переходов Ic ≃ 125 µА (для уменьшения фактора шума γ =

(2π/Φ0) kBT/Ic до ∼ 2 · 10−3 с целью минимизации размытия углов отклика
напряжения [7]) и ориентируясь на ниобиевый процесс с плотностью крити-
ческого тока 45 µА/µм2 и емкостью 59 фФ/µм2 [12], находим необходимую
величину резистивного шунта Rs = RN ≃ 1,7 Ом и соответственно величину
характерного напряжения Vc ≡ IcRN ≃ 220 µВ. Используя эти данные, нахо-
дим, что для выполнения условия SFDR = Lin = 60 дБ, при максимальной
величине амплитуды выходного сигнала a1 ≈ 0,15Vc . . . 0,25Vc необходима
соответственно полоса частот ∆F ≃ 0,6 . . . 2,4МГц. При такой ширине ча-
стотной полосы нелинейные искажения принимаемых сигналов (амплитуды
возникающих интермодуляционных компонент) не будут превышать средне-
квадратичного значения уровня шумов вплоть до величины входных сигналов
на три порядка выше, чем порог регистрируемого сигнала.

По своим физическим принципам би-сквид является очень широкополос-
ным устройством – частота принимаемых сигналов может достигать несколь-
ких гигаерц и даже деятков гигагерц. Поэтому такое устройство может быть
использовано для одновременного приема большого числа сигналов в преде-
лах очень широкой полосы частот и последующей параллельной фильтрации
всех принятых сигналов посредством выделения более узких полос для кото-
рых выполняется оптимальное условие SFDR = Lin = 60 . . . 70 дБ.
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